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Ober Summen, die mit den elliptischen 9-Funktionen 
zusammenhingen. 
(Zweite Mitteilung.) *) 
Von 
J. G. van der Corput in Groningen (Niederlande). 


§ 1. 
Finleitung. 
In dieser Arbeit wird die Summe 
b 
(1) S (x, 2, a,b) = 5S” exten*+22m 


betrachtet, in der z, z, a, b reelle Zahen bezeichnen, x positiv ist, und 
der Strich die folgende Bedeutung hat: 


b 
1. Falls a<b ist, wird die Summe 5” erstreckt iiber die ganz- 
n=a 
zahligen n im Intervall a < n < b, wobei das Glied mit n =a bzw. n=) 
gegebenenfalls nur halb gezahit wird; 


b 
2. falls a= b ist, ist 3’ = 0; 


b a 
8. falls a> b ist, ist SY’ = — >’. 
n=6 n=b 


Das Hauptresultat dieser Mitteilung ist eine einfache Beziehung zwi- 
schen der Differenz 
2 


1 
(2) D(2z,2,a,b)=S(zx,z,a,b)— tela) 5(2, _ £ za+2,2b+2) 
x 
und dem Integral 


; __ | exp(—azu* —2ze, yzyu) 
(3) (x, y) mel facia 2 csh 2¢,u . du 





*) Erste Mitteilung: Math. Annalen 87 (1922), 8. 66—77. 
Mathematische Annalen, 90, 1 
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(y reell); in dieser Note bezeichnen iiberstrichene Buchstaben die kon- 
jugierten Zahlen, und es ist 
hxi 
é=e*; expo=e°; expo-1t=e’-t; expot=e?’', 


Um die Beziehung zwischen der Differenz D und dem Integral ¥ 
zu formulieren, fiihren wir eine Funktion F(z,a,c) der reellen Zahlen 
x,a,c (x > 6) ein durch folgende Definition: 


1. Falls keine der Zahlen a und c ganz ist, werde gesetzt 


es Soe 

Y= | i - “~, — a 

a=a—[a]—>5, y=c—([c] 5 
.(5 ‘ ' 9 ' oy 9 \ 
F(x,a,c) = exp ai 74 (a— a)(2y+1) — z(a?— a”) ‘P\2,0Ve— 


. . . ys 
2. falls a ganz, c nicht ganz ist, sei 


Ll, . 
5 F(z,a,c)=3(F(2z,a+,c) + F(z,a-,¢)); 


3. falls ¢ ganz ist, sei 
. | . 
(6) F(z,a,c)=3( F(x,a,c+)+ F(z,a,c-)). 


Aus dieser Definition ergibt sich, daB F(2,a,c) eine periodische Funktion 
von c mit der Periode 1 und, abgesehen vom Faktor exp 2i(— xra*+ 2ac) 
auch eine periodische Funktion von a mit derselben Periode ist. Wenn 
keine der Zahlen a und ¢ ganz ist, hingt F(z,a,c), abgesehen von einem 


7 ° 
elementaren Faktor, nur von x und «Vz ——— ab. In § 2 werden wir 


yz 
zeigen: F(zx,a,c)=0, wenn die Zahlen 2a und 2c beide ganz, aber nicht 
beide ungerade sind. 


Das Hauptergebnis der Mitteilung ist die Beziehung 
(7) D (z,z,a,6)= F(z,b,2b+2) — F(z,a,xa+2z). 


Um die Eigenschaften der Differenz D abzuleiten, braucht man also 
nur das Integral Y zu betrachten; es liegt auf der Hand, daB die Unter- 
suchung des Integrals leichter ist, da Y nicht von vier, sondern von nur 
zwei Zahlen abhingt, und auBerdem noch eine stetige Funktion dieser 
Zahlen ist. 


In § 2 werde ich die Haupteigenschaft ableiten aus den folgenden 
zwei Formeln: 


l | 1 , 
() fey tsb) + ¥(ey— pe) = enw 

Zyz \ 2yz yz 
und 


at 
a 1.) , 1 > ns) 
(9) e*tvey Y\x,y +s5Vz) + e~*tven ¥(x,y — 5Vz) = ¢* 
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und in § 3 werde ich aus diesen Formeln zwei Funktionalgleichungen her- 
leiten, namlich 
(10) Y(z,y)= te#(t-¥) v (+, y) 
a 
und 


5 


' __- »f @ awe ) 1 \ 

(11) F(2z,a,c)= 7 exp 21 \7 — ra* — — +-2ac -P(+,c,a). 
Zwar geben diese Funktionalgleichungen kein neues Resultat fiir D, da 
man nur die Beziehung 

1 2 
1 at { . 7 (1 z \ 
7 s D\—,— 5, %a+2,2b+2) 
findet, die unmittelbar aus der Definition von D folgt, aber sie verein- 
fachen die Untersuchung der Funktionen Y und F erheblich. 


Um eine obere Schranke fiir | D| zu erhalten, geniigt es | (x, y)| nach 


oben abzuschatzen, wobei | y| < 2(V2 + mR. gesetzt werden darf. In § 4 


D(x,z,a,b)= — 


werde ich unter dieser Voraussetzung beweisen 
. 11 1 
9 u | ir mene 
12) Y (x,y) <i(t ), 
\ yz 
also nach der Definition der Funktion F auch 


F(x,a,c) <79(1+ =); 
yz 
so daB aus (7) folgt 
D(z,z,a,b)| < 2(14+ 4) 
| \% 9 wo Wy ;™ 5 ( T va)" 


Diese Ungleichung ist schon bekannt, aber mit einem gréBeren konstanten 
Faktor statt +. Wie ich in der 1. Mitteilung gezeigt habe, folgt aus 
einer Hardy-Littlewoodschen Ungleichung*), daB es eine absolute Kon- 
stante K gibt mit der Eigenschaft 


(13) | D(x,z,a,b)| < K(1+~), 
vz 


und in der 1. Mitteilung habe ich bewiesen, daB K = 3 diese Ungleichung 
erfiillt. 


Mit den Formeln (8) und (9) kann man Y(z,y) leicht auswerten, 


P 


wenn &={ ist und p und g kleine positive ganze Zahlen bezeichnen. 


Denn (9) kann in der Gestalt 
(14) e7#v+tve)” Y (x, y+ 3Vz) 4. ett(v- hve! (x,y — +Vz) = e7#(t+s") 


*) Hardy, G. H., and Littlewood, J. E.: Some Problems of Diophantine Approxi- 
mation. II. The trigonometrical series associated with the elliptic 0-functions [ Acta 
Mathematic 87a (1914), S. 193—238], Theoreme 2.128; 2.1281 und 2. 17. 

1* 
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geschrieben werden, und aus (8) bzw. (14) folgt, daB die Zahl 
(x,y) + (—1)?"' W(2, y+V pq) 
bzw. 
e*Y Wiz, y)+(—1)*" evi v+ vee)? V(x, y+-V pq) 
gleich der algebraischen Summe von p bzw. q bekannten Gliedern ist. so 


da8 man zwei Gleichungen erhalt, woraus man (2, y) bestimmen kann. 
Man bekommt z. B. 


entity) 25 1 ; 
y . iiiienia Ss om 
Y(1, y) lane’ falls y 5 nicht ganz, 
also aus Stetigkeitsgriinden, 
1 
(1, y)- y, falls y — 5 gerade, 
— ¥. falls y — ungerade. 


i) 


Da nach der Definition (2, y) in der Halbebene rechts von der 
imaginaren Achse eine regulére Funktion von 2 ist, kann man Y(z, y) 
im Kreis |x —2,|< 2 (x, > 0) nach steigenden Potenzen von x — 2, 
entwickeln. Die Koeffizienten dieser Potenzreihe sind nach dem Obigen 
bekannt, wenn z, rational ist, so daB man auf diese Art (2, y) fiir 
jedes 2 > 0 bestimmen kann. Der Nachteil dieser Methode ist, daB man 
im allgemeinen, um eine schnell konvergierende Potenzreihe zu erhalten, 
a2 — a, klein, also Nenner und Zahler von x, groB wahJen muB, und die 
Berechnung der Koeffizienten dann kompliziert wird. Darum werde ich 
noch eine andere Methode angeben, die diesen Nachteil 1 icht besitzt. Wegen 
der Funktionalgleichung von '/(2, y) kann man bei der Berechnung dieser 
Funktion ohne Beschrankung der Allgemeinheit 2 < 1 voraussetzen; auBer- 
dem diirfen wir auch |y| < : (Vz + =) annehmen, da es uns nur um 

yz 


diejenigen Werte von y zu tun ist, die geschrieben werden kénnen in der Ge- 


im Y . 1 — 
stalt: y=« Vx — — mit |ac|< ; und |y|< >. Wir diirfen sogar |y| < 
V2 - ial ~ 2yz 
voraussetzen; denn wenn Y(2,y) fiir jedes y in diesem Intervall bekannt 


ist, findet man aus ({) unmittelber den Wert dieser Funktion fiir jedes y, 


=a 9 


1 , ae , . 
das absolut < - (V2 _- ist. Ubrigens werden wir sehen, da wir den 
\z 


Fall —'_ < yl < ; (1 z+- sehr leicht vermeiden kénnen. Wegen 
2 yz 


2x = \ 
(x, y)= Y(a,—y) folgt aus den Formeln (8) und (9) mit y = 0 


1 


1 ~ (i—2z) 
»9 : 


Von aus an 
Va) € 


¥ (2, -=\=57 und W(x 5 
\ 


\ 22 2yz 
so daB man mit Hilfe von (8) und (9) das Integral Y(2, y) fiir jedes 
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y=\p+ 5) Vr+ (q -+- *) te (p und q ganz) berechnen kann, Kennt man 
d . x 
die Werte der Funktion Fe y) fiir n verschiedene Stellen y,, y,,..., y, 


im Intervall 0 <935-5 ——, dann kann man mit Hilfe der Newtonschen 
4 


2y 
oder der Lagrangeschen Interpolationsformel —pe ihren Wert an 


irgendeiner Stelle y im Intervall — = < y S —~—ermitteln, indem man ein 


gerades Polynom 2 n-ten Grades in y aufstellt, f fiir die n verschiedenen 
gegebenen Werte von y die vorgeschrisbenen Werte P(z,y,), P(x, ye), --- 
Y(x,y,) annimmt. Wie in § 4 gezeigt wird, ist der Fehler dann kleiner als 


1 2" 1 eye 2) (2 2 2 2 
To mt ye — yt) (y?— ye) --- (yw), 


2 a) 1 = . 2 
also, wegen |y*— yy | S-, kleiner als 


Diese Zahl nimmt bei wachsendem n sehr schnell ab, so daB man Y( 7, y) 
mit jeder beliebig vorgeschriebenen Genauigkeit berechnen kann. 
Uber die in (1) definierte Summe S ist bis jetzt noch wenig bekannt. 
Wie die Herren Hardy und Littlewood*) gezeigt haben, folgt aus (13) 
eine obere Schranke fiir |S|, die von der Kettenbruchentwicklung von r 
abhangt. Ich erwahne hier nur zwei ihrer Resultate: 
1. Fiir jedes irrationale x ist 
Lim | §(2z,2,a,a+n) = 0 
a=2 n 
gleichmaBig in z und a (natiirlich nicht gleichmaBig in x, da diese Be- 
ziehung nicht fiir jedes rationale x gilt). 
2. Falls x eine quadratische Irrationalitat ist, gibt es eine nur von x 
abhingige Zahl K,, die fiir n >1 die Ungleichung 
| S(a,z,a,a-+n)|< K,Vn 
erfiillt. 
AuBerdem haben dieselben Verfasser*) auch noch verschiedene so- 
genannte {2-Siatze iiber die Summe S abgeleitet, z. B. 


1. bei unbegrenzt wachsendem n strebt | §(x,0,a,a+n) nicht 
nach Null; a 


2. falls lim shinee 0 ist, gibt es wenigstens ein irrationales x mit 


der Rigenschatt, “dab apt) S(x,0,a,a-+-n) bei unbegrenzt wachsendem n 
nicht nach Null strebt. 


5 Vel. die in FuBnote *) erwahnte Arbeit, Theoreme 2. 14; 2. 141; 2. 22 und 2. 221. 
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Bis jetzt ist noch keine Methode abgeleitet worden, womit man die 
Summe S(z,z,a,6) numerisch bestimmen kann, wenn |b —a| so groB ist, 
da8 die Berechnung aller Glieder praktisch unausfiihrbar ist. Ich werde 
zeigen, daB die Resultate dieser Mitteilung uns in den Stand setzen, diese 
Summe auch bei groBem |b—a| mit jeder beliebig vorgeschriebenen Ge- 
nauigkeit zu berechnen. Hierbei diirfen wir x<} voraussetzen; denn 
wenn 2x ganz ist, ist S die Summe einer geometrischen Reihe, und sonst 
ist, h ganz vorausgesetzt, 


S(x,z,a,b) = S(a—2h, z, a, b) falls 2h <2 <2h-+ ; 


S(2h+1—2,—z—1,a,b) falls 2ht+t<2<2h+1, 


- 
- > ™ 


1 g 
S(a—2h—1,z2+-3,a,6) falls 2h+1<2<2h : 
3 
S(2hkh+2—2, —z,a, bd) falls 2h + g<t<2h+2 
Nach (2) ist 
1 2 
1 x«t(--—) =/1 z 
S(z,z,.a,b)= e “* #/.§\-, ,za+2,27b+2) + D(2z;2z,a,b). 

, yz Zz z 


Da man das Integral Y(2, y) auswerten kann, kann man das SchluB- 
glied D so genau berechnen wie man will. Die Summe S besitzt héchstens 
z(b—a)+1, d.h. héchstens }(b —a)-+-1 Glieder, also viel weniger als 
die erste Summe S. Jetzt wiederholt man denselben Gédankengang, aber 

, fl z \ - a 
mit S = —>,ta+z, zb-+-z) statt S(z,z,a, 6) usw.; nach n Schritten 


—" , .. b6-—@ . 
bekommt man eine Summe, deren Gliederanzahl ungefahr —— oder kleiner 
2 


ist. Ziemlich schnell erhalt man also eine Summe, bei der die Berechnung 
der Glieder praktisch ausfiihrbar ist, und durch Addition bekommt man 
dann den Wert der Summe S(z,z,a,6b). Bei dieser Methode muB man 
verschiedene Integrale  auswerten, die ich W(z,,y,), V(x, ye),-.. 
nennen werde; hierin ist z,—2. Die Berechnung dieser Integrale ist 
besonders einfach, wenn zx eine quadratische Irrationalitaét ist, da die 
Zahlen x,, x4, Z,,..- dann eine rein oder gemischt periodische Folge bilden, 
so daB es dann nur eine beschrankte Anzahl von Zahlen é gibt, fiir die 
man die Funktion Y(&,y) bestimmen mu8. Z.B. wenn k ganz >1, 


a= Vk°+1 baw. Vk?—1 (k +1) ist, braucht man fiir die Berechnung 
der Summe S(z,z,a,6) nur die Funktion w(VEr + Bs k,y) bzw. 
Y(k— vy". 1,y) zu kennen; die Summe, die man nach n Schritten 


erhalt, besitzt ungefahr a Glieder, so daB die Methode uns in diesem 


Fall sehr schnell zum Ziele fihrt. 
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In der ersten Mitteilung, die der Leser nicht zu kennen braucht, um 
die zweite zu verstehen, wird zwar die Differenz D(2,z,a,6), aber nicht 
das Integral (xz, y) betrachtet; wie ich im letzten Paragraphen (§ 5) 
zeigen werde, sind die in den zwei Mitteilungen vorkommenden Funktionen F 
identisch, obgleich ihre Definitionen verschieden sind. 


§ 2. 
Haupteigenschaft. 
Zuerst werden wir beweisen: F(x,a,c)=—0, wenn die Zahlen 2a und 
2c beide ganz, aber nicht beide ungerade sind. 
1. Es sei 2a ungerade, 2c gerade. Nach (6) und (4) mit «—0, 
y= F 5 ist 
2F(x,a,c)= F(z, a,c+)+ F(x, a,c-) 
= exp ni (? — za). v (2, =e) 


22 
+ expat (7 +20 - xa’). v(z, a ) 


-(5 1 1 \). 
= expai (2 — 2a*)-{P (2, =) - W(x, — ayes =. 
9 


2. Es sei 2a gerade, 2c ungerade. Nach (5) und (4) mit «= F 3 


7 ? 
y = 0 ist 
2F(x,a,c)= F(z, a+,c)+ F(z,a-,c¢) 
= expai (? +a+5— x(a*— 7))-¥(x, —4Vz) 
+ expai(t+a—5— (a?— 1))-P (x, 5 Vz 
= exp xi (+ +a— z(a?— a))-{P (= 3 V2) — P (2, - ;Vz)} = 0. 


3. pot sei 2a gerade, 2c gerade. Nach (6), (5) und (4) mit «= F 3, 
=> 
(z,a pi Ee hie a+,c-)+ F(z,a-,c-) 
{5 i. an ’ a a 
= expat|7 —a\a —1)). {¥(z, -- Ve z+ aa) t ¥(e nV +a) 
_ gaxé(a+4) _1yr_ 1) 4 gsnt(e-9) ai 
+e Y (x, + Vz aya) + W(x, +; Va sa)} 


menpas({— (et 2) -(0(6,— pve +g) + (bE 


lye—-1)_w(e, +4¥e—-1 
(2, gVe sa) ¥ (ex, 3 VX ) 0. 
Hiermit ist die Behauptung bewiesen. 


Nin 
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Beziehung (8) ist klar; denn nach (3) ist 


v(z, +z 7) + ¥ (2,9 — siz) = fexp(—a2ut— 206 Veyu)-du 
yz 2yz 


-@ 


we | g- ate? ( 9-20 dy ae | 9 -2tr", 

vz yz 
Weiterhin ist 

-—xztyz ( 1 .-)\ xivzy y ( _ 1,-) 

e as" P\z,y — 5 Vz) +e V ¥\x,y+ 9Vz) 


/ 


f 1 eS Se 
cs (uz) ao oh giz 





A du 
2enh x ¢, (u— 5 es) 


—-z 


ie: A ee 


2 f Rs 1 \? 9 r— f ‘ 1 \ 1 . 
exp )— 72 ("+5 4%) —2ae,Vey(u+56)— gaia} 
— 7 
2 enh ze, (u+-3-4) 


-2 


ts —e+he, 


*S es) exp (— azw*— 22, ¥zyw) } 
= ef f ~ 2snhze, w dw 


a A 





(2-2) Qnxi * (i—2) 
e “2 =e 
22x ¢, . 


nach dem Cauchyschen Integralsatz, da der Integrand im Punkte w = 0 


einen Pol erster Ordnung mit dem Residuum 1 hat. Hiermit ist 


22e, 
auch (9) bewiesen. 
Wenn za-+z=c, rb+z=d gesetzt wird, kénnen wir beim Beweis 
der Haupteigenschaft (7) ohne Beschrinkung der Allgemeinheit voraus- 


setzen: 

1. a<b; denn beide Seiten von (7) andern nur ihr Vorzeichen, 
wenn a und b vertauscht werden. 

2. Keine der Zahlen c und d ist ganz; denn wenn die Haupteigenschaft 
unter dieser Voraussetzung bewiesen ist, ist sie auch allgemein wegen 
(6) und 

D(x, z, a, b) = 5 (Diz, z+,a,b)+ D(z, z-, a, b)). 

3. Keine der Zahlen a und 6b ist ganz; denn wenn die Haupteigen- 
schaft bewiesen ist unter der Voraussetzung, daB keine der Zahlen a,b,c, d 
ganz ist, gilt sie wegen (5) und 

D(x, z, a, b) 
= i (D(x,2,4+,b+) + D(xz,z,a-,b+) + D(z,z,a+,b-) + D(2z,z,a-,b-)) 





(15) 
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stets, wenn keine der Zahlen c und d ganz ist, so daB sie nach 2. allge- 
mein gilt. 
4. x ist rational, z irrational; denn wenn c und d nicht ganz sind, 
sind beide Seiten von (7) stetige Funktionen von z und z. 
Jetzt werden wir zeigen, da8 die Haupteigenschaft allgemein gilt, 
wenn sie bewiesen ist in den folgenden drei Speziallfallen: 
I. Keines der Intervalle a<u<b und c<u<d enthilt eine 
ganze Zahl. 
Il. Es sei a=y-, b=y+, wobei y ganz, zy-+2z nicht ganz ist. 
Ill. Es sei a= y-, b=y+, wobei y nicht ganz, ry +z ganz ist. 
Es sei die Haupteigenschaft fiir diese drei Spezialfalle bewiesen, und all- 
gemein zu beweisen. Es bezeichnen y,, y,,..., y,, die wachsend geordneten 
Punkte im Intervall a << u <b mit der Eigenschaft, da8 wenigstens eine 
der zwei Zahlen y, und xy, +z ganz ist. Nur im Speziallfall I ist m= 0, 
so daB wir m=>1 voraussetzen diirfen. Nach dem Speziallfall I ist 
( D(2x,z,a,y,-) = F(z,y,-, xy, +2-) — F(z,a,za +z) 
D(z, 2,Yut, Yu+1-) _ F(z, Yutir~>»TYuts + z-) 
— F(x, y+, ty, + 2+) 
D(z,z,y,+,6)= F(z.b,2b+ z)— F(z, y,,+,zry,, + 2+). 


(l<usm-}), 


Wegen der Rationalitét von x und der Irrationalitét von z sind die 
Zahlen y, und zy,-+z nicht beide ganz. Wir wenden Speziallfall II 
bzw. III an, je nachdem y, oder zy, -+ 2 ganz ist, und wir bekommen 
dann das Resultat 
(16) D (%,2,Yu- + Yur) va P(2,Yuts2Yp +2z+)— P(2, Yu-»2Yu +2-) 
(lSusm). 
Durch Addition der Beziehungen (15) und (16) erhalt man _ rechts 
F(z, b,2b+2)— F(x,a,zva-+z) und links D(z, z,a,b) wegen 
D(x,z,a,p)+ D(x, z, p,b) = D(x, z, a, b). 
Es geniigt also den Beweis zu geben fiir die Spezialfille I, I und III: 


I. Keines der Intervalle a << u <b und c< u<d enthilt eine ganze 
Zahl. Es werde 
1 1 1 
a—-a—[a]—+, p=b—[b]—4, y=c—[c]—4, 6=d—[d]— 


Ld 
2 2 


gesetzt. Wegen 
a(B—a)=2(b—a)=d—c=sdb-—y/ 
ist : 
ae Se ee EE Ee 2 
b—fB=a—a, 26—xb—zfB=2y—za—xza, BVz Te aVz Ja’ 
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also 


exp xi (4 +(b— £)(26+1—2b—2; )- # (x, BV — =) 
/ \ yz 


c 


= exp xi (7 +(a—a)(2y+1—2a- ra))-¥ (2, «V2 — — ); 
\ yz 


so daB nach (4) die Zahlen F(z,b,d) und F(x,a,c) gleich sind. Die 
Haupteigenschaft gilt also wegen D(2z,z,a,b)=0. 

Il. Es sei a=y- und b= y+, wobei y ganz und ry+z nicht 
ganz ist. Falls yc —([c]— 3 gesetzt wird, ist nach (4 


F(z,6b,d)— F(z, a,c) 


(5 \ 1 iw. — - = 1 wy = 1 y \ 
expai\7 + (a+ 5) (2y 1)—z\a z)) P\z, —_Ve Ja 
° 5 { 1\ ‘ \ { S ] \ 1 f 
—expzxi(>+(a 3) (27 +1) —2\a* z)): ¥\2,5Ve- : = 
. (7 1 \ e 1 , | pes 
= exp ai (7+ 2a(y+ 5) — 2(a?— =] fers P\2,— 5V2— —) 
\ - yz’ 


. P 1 y \ 
+e-**7 PV \z,5-V2—— .)\ 
\ 


- yz/ 
eiiattl sweh Vi 2 1)) otic , ; . 
exp 22 Venu 2a\y+y)—2 a a ‘eXp Z ( z) wegen (9), 
oe - 1) ;, 
= exp 21 (2ac — za*) da a\c-~y— 5) ganz ist, 
exp 21 (za*+ 22a) = D(z, z, a, b). 


Ill. Es sei a=y- und b= y+, wobei y nicht ganz, zy+2z ganz 
ist. Falls «a — [a] —} gesetzt wird, ist nach (4): 


F(z, b,d)— F(z, a,c) 


{5 y —" pl 1 1 
= expai|z x(a « )) Y \e, @ Va tse 
—expai (7+ 2(a—2) — «(a*—a*))- P(x, aVa—- =) 
2yz 
. (5 2 f = 1 i f om a 
= exp 21 ( —2(a*—a*)).{P(2, «Ve + \+ (2, aVz—- -)\ 
\4 ae Qyx \ 2y2/ 


da 2(a — @) ungerade ist, 


r 


= exp ai (3 - x (a*— a*))-— e~=tee® wegen (8), 
yz 
at 
4 
e e(C—2 
= - ‘exp — at — ) = D(x, 2, a,b). 
vz ad 


Hiermit ist die Haupteigenschaft vollstandig bewiesen. 
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§ 3. 
Funktionalgleichungen. 
Falls 
(17) x(x, y) = P(x, y) —Le*t- ¥) p(s, y) 
yz 
gesetzt wird, ist 
(18) z(5,y) =P (2,y) —Vze-™*A-*") W(x, y) = — Vee"4(-t+") 7 (x,y). 
Aus (17), (8) und (14) folgt 
1 1 
19 ——~—~)+4(z,y+ -—)= 
ail x(* aya) 2 (9 +57) 
also 
‘1 1 1 PF 
t(5¥—gV2)+2(5.9+9V2) =0, 


so daB aus (18) folgt 
20) ett (v- tye) x (zx, y— + Vz) + ert (uttya) y (x, y aaa Vz) = (0, 


Wenn p und qg ganze positive Zahlen bezeichnen, ergibt sich aus (19) 
und (20) 


(21) x(z 9-2) + z(z.9+“2E)—0 


ni(y—2¢+1 ye) te+1 2)" 
P \y : yz) x(z ,y— tt Vz)+¢ ai(y + ; va) x(x, y+ 7ttl yz) = 0, 
d. h. 


. 2¢+1./-- — , 2¢g+1,,-— 
(22) z(x,y — 4, é Vi) + eter naatye y(x, y+ - Vz) =0. 





Betrachten wir jetzt den Spezialfall 
2p + . | 2 a 4. + 1 


t= 5 also = (2g +1)Vz = Vi2p + 1)(2¢+1). 


Wenn diese waiialiedlac nicht gleich einer ganzen Zahl ist, dann folgt 
aus (21) und (22), daB die zwei Zahlen 


(oa e" 


gleich Null sind. Hiermit ist gezeigt, daB z(x,y) den Wert Null hat, 


wenn z= eat und V(2p+1)(2qg+1) nicht ganz ist. Da z(z, y) 


eine stetige Funktion von 2 bezeichnet, ist also 7(z,y) identisch gleich 
Null, womit die Funktionalgleichung der Funktion Y bewiesen ist. 
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Es ist leicht, jetzt die entsprechende Funktionalgleichung fiir F ab- 
zuleiten. Dabei diirfen wir voraussetzen, daB keine der Zahlen a und c 
ganz ist; denn wenn die Funktionalgleichung der Funktion F unter dieser 
Voraussetzung bewiesen ist, gilt sie wegen (5) und (6) allgemein. Nach 
(4) ist dann 


5 (1 . . (5 ‘ lp , c? — y*\ 1 \ 
I (=,¢,a) = exp(— 24) (7 +(e—7) 2a+1)— 7 )-¥ (5.5 ave), 
also, wegen P(x, — y)= P(z, y), 


< 1 pa . 5 le , ty? — 1 \ 
(23) P(>,«Vz— 1) =expai (3 +(e—7)(2e+1)— c : ) PC. ,¢,a@). 


Aus (4), (10) mit y= «Vz — -+ und (23) folgt 
yz 
F(z,a aja ex ni (: tw): F(4,¢,a) 
, > fz P 7 7 B } \zr es }>» 

und hierin ist 
u=(a—a«)(2y+1) — 2(a?— a") — (aVz — +)" 
oo yz 
+(e—y)(2e+1)—“—" 


= —za*—+¢*+(a—a)(2y+1)+(ce—y)(2e+1)+ 2a 


z 


— 


~ 


= — za*— ~c* + 2([a] + 5)(c — [c}) 


+2([e]+$)(@—[a]) + 2(a—[a]—5)(e—[e]—5) 


=—za*—+¢*+2ac+5—2[a][c}, 


also 


1 {3 e er \ wil 
F(z,a,c)= ssepaily — za*— < + 2ac)- F(+,c,a). 
§ 4. 
Abschatzungen. 


Damit die Quadratwurzel V1 + 2e-® cos 9 + e-2¢ (o=>0) méglichst 
klein sei, muB 


(24) sing + cosa + e~¢ = 0 
sein, und der Wert der Quadratwurzel ist dann V2|sino|. Aus der letzten 
Gleichung folgt sino + cose <0, also o > * und sing +coso >—1, 


so da8 sino und cosg verschiedenes Vorzeichen haben. Wenn sino 
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negativ, also cosg positiv ist, ist wegen (24) —sing> cosg, also 
— sing > >V2, so daB die Quadratwurzel dann gréBer als 1 ist. Wenn 
sing positiv ist, folgt wegen cosa = — V1—sin*g aus (24) 

apie — e~#e — e-e, 
Wegen 9 > =2 ist e~@ < 0° also 
omar 10. 
2sing > V1,99 — 0,1 > n V2, 
so daB die Quadratwurzel, also auch 
|1+ e-@-#e| — V1 + 2e-e cos o + e-*e 





fiir jedes 9 > 0 gréBer als 7 ist. Fiir jedes wu ist dann 


1 e~bv2aie! 11 





(9 ° 
(25) 2\cshxeu| 1p eA Ovealel) < 10 


und hieraus folgt, mit Riicksicht auf (3), wenn |y|< WW ist, 
z 


11 
10yz 





(26) (x, y)|< 10 J e=P(— 226") -du = 


re wir jetzt den Fall, daB z<1 ist und y eine Zahl > - : 
und < ~A +. Va bezeichnet. Dann ist 
yz 


~ sg S5g- V8s9-Vis se 
2y¥2 ~ 2yz 


Ta 


also nach (26) 
11 


10yz 





\P(2,y—Vz)| < 
Nach (9) ist dann 


|\W(x,y)|<|P(z,y—V2)|+1- <iye th 


Wegen ¥(z, —y) = ¥(ax, y) ist hiermit die Ungleichung 


|P (2, 9) <3 (1+) 


bewiesen unter den Voraussetzungen | y| < ; (Vz + =) und <1. Die 
yz 


Voraussetzung x <1 ist dabei iiberschiissig; denn wenn z>1, folgt aus 
der eens e der Funktion Y 


reel Je P(E.a) |< WO+¥A)= BCL) 


Hiermit ist (12) ets 
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Aus 
x 
sm y ) on = 2_¢ r 
é ee? op (= 226, ) zn { a 2ae,yryu) eitite 
éy™ 2 csh ze, u 
—2 
' l 
und (25) folgt, |y| < ——= vorausgesetzt, 
yz 
™ B(x, y) ll , @ , 
= iP M.(2aVz)": {exp —axru*)-\ul\"du 
éy a 
(27) m-+-1 
r cae 
Il se on 1 om 5 pp(/mtl\ 1 
=jp (27V2) a io'2 7° I 5 |} ; 
\ 6 / yz 
2 
(47Zz) 
Kennt man die Werte der Funktion (zx, y) fiir m verschiedene 
| l 


Stellen y,, y,,---» Y, im Intervall | - ) und ermittelt man mit 


° ° 9 

; <yz oyz 
Hilfe der Newtonschen oder der Lagrangeschen Interpolationsformel an- 
genahert ihren Wert an irgendeiner Stelle y in diesem Intervalle, dann 
folgt bekanntlich aus (27), daB der Fehler kleiner ist als 


m—1 


l 11 om 2 r(***) 1 (4 , . 
oe, ‘ ; hep <s a. ) 
m! 10 ~ % 9 } yz Y Y)Y Yo) --+\Y Ym 
In der Einleitung ist ein Spezialfall erwahnt, nimlich m= 2n; die 
. — - a ; 
Zahlen y,, Y¥.,---,¥Y, Sind positiv und < , und es ist ¥,,,=— Y, 
; eye : 
(1<h<n). Dann ist der Fehler also kleiner als 
1 ll jen _n-p (2n—1)(2n—3)...1 l i729 @ @ 9 a 2 
wai’ 10° a*-t. — Va--—=|(y*— 9¥3)(y*— ye) --- (y?— ye) | 
2 yz 
11 x 1 eae y2) (4? 2) (ay? 2) 
= 10 n! Vz iy Y)\Y Yq) +++ y ¥,)\- 


DaB diese obere Schranke des Fehlers nur fiir das Intervall 


1 + ; ' : ; <2 ‘ 
<ys- abgeleitet ist, schadet nicht, wie wir jetzt zeigen 
> 


2yz 2yz 
werden. Das Hauptproblem ist, den Wert der Summe S(z,z,a,b) zu 
bestimmen, und dabei diirfen wir a—} und 6—3 ganz voraussetzen. 
Wenn za-+-z=c, rb+2z2=d gesetzt wird, braucht man, um D(z,z,a, b) 
zu kennen, nur die Funktionen F(z,a,c) und F(z,b,d) zu berechnen. 
Nach § 2 ist F(z,a,c) bzw. F(x,b,d) gleich Null, wenn c bzw. d ganz 
ist (denn 2a@ und 26 sind ungerade). Wir diirfen also annehmen, dab 
keine der Zahlen c und d ganz ist, und wenn dann y=c—[c]—}, 
6=-d—[d]—% gesetzt wird, braucht man fiir die Berechnung von 
F(x,a,c) und F(x, b,d) nur die Werte der Integrale Y (2, — fa} und 
Y z,—-~) mit |y|<} und |d| <5. . 
vz’ 
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§ 5. 
Uber die 1. Mitteilung. 
Es bezeichnen z,a,c reelle Zahlen, x >0. In der 1. Mitteilung 


habe ich eine Funktion J(x,a,c) eingefiihrt durch die Definition 


ao 


= , _a# — 
(28) J(x,a,c)=—Le _ S {era 
vz 31 
ve 
mit 4,=—1, 0 oder +1, je nachdem c positiv, null oder negativ ist. 


AuBerdem habe ich dort gezeigt, daB der Grenzwert 


Lim > J(x,a,c—n) 
N=a a=--N 
existiert, und diesen Grenzwert habe ich mit F(2,a,c) bezeichnet. Ich 
werde hier dieselbe Bezeichnung benutzen und beweisen, daB diese Funktion 
F(x, a,c) identisch ist mit der durch (4), (5) und (6) definierten Funktion. 
Wenn c, ganz ist, dann ist, wie aus der Definition folgt, 
F(x,a,c)—J(x,a,c—c,) eine stetige Funktion von ¢ im Intervall 


¢—i}Se¢Se,+3; wegen 
F- 
J(z,a,¢—¢,)= 5 (J(z,a,¢ — ¢,+) + J(2,a,¢ — c, —)) 
ist 
1 ' 
(29) F(z,a,¢)= 5 (F(z, a,¢+)+ F(z, a,c¢—)). 


Beim Beweis, daB die zwei Funktionen F identisch sind, kénnen wir 
ohne Beschrinkung der Allgemeinheit voraussetzen, daB c nicht ganz ist. 
Denn wenn die Behauptung unter dieser Voraussetzung bewiesen ist, folgt 
aus (6) und (29), daB sie auch fiir jedes ganze c gilt. 

Es werde also weiterhin c nicht-ganz vorausgesetzt. Mittels partieller 
Integration folgt aus (28) 


li a atl ett(—2a* +2ac) 2 { 
\ > > j — Se a a 


2nic 4x* Ie 


und nach dem zweiten Mittelwertsatz, angewandt auf den reellen und auf 
den imaginaren Teil des letzten Integrals, ist das SchluBglied héchstens 


1 22-2 


42%" \e\* 
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pope mi(c—n) 


y 
’ y e72 tina 
Q (a, c) = Lim P 5; 
na=-N 
gesetzt wird, ist die Differenz 
F(z, a, c) aie e*t(—ee*+8ee) Q (aq, Cc) 
gleich der Summe einer in a gleichmaBig konvergenten Reihe, deren Glieder 
stetige Funktionen von a sind. Diese Differenz ist also eine stetige Funktion 
von a, so daB aus 
1 , 
Q(a, c)=4(Q(a+, ¢) + Q(a—,c)) 
folgt 


(30) F(z,a,c)= 5 (F(2,a+,¢) 4 F(z,a—,¢)). 


Beim Beweis, da8 die zwei Funktionen identisch sind, kénnen wir 
ohne Beschrinkung der Allgemeinheit voraussetzen, da8 a nicht ganz ist. 
Denn wenn die Behauptung unter dieser Voraussetzung bewiesen ist, folgt 
aus (5) und (30), daB sie auch fiir jedes ganze a gilt. Es werde also 
weiterhin vorausgesetzt, daB keine der zwei Zahlen a und c ganz ist. 


Wegen 
ers(utiv?) — e-8xur (uw und v reell) 

ist fiir jedes positive p . 

let +p(i+¢@) 

\z ea lel 

—22|-—+p)e 

ferm*aw <fe Ve ) dv = . 

| ! 2 ¢ ) 

el. 0 x( TP} 

de Pp yz 
Der Cauchysche Integralsatz, auf das Dreieck Te ‘ i +p, va +p(1+7) 

Axi 


angewandt, gibt fiir p-—»+ co (e,—e * , und das obere oder das untere 
Zeichen wird benutzt, je nachdem c positiv oder negativ ist) 


1 xi , 2 
J(z,a,c)= fF — exp (— *!) (wa — 0). {exp xi (/* +¢u) -e,du 
\z \ @ ’ yz 


i \ 9 ;¢ 
+ 2ac)-{ exp —2u*+ 22e, — u)-du 
© \z 
0 
-(5 @ \ f 2 
exp ai(s — xa*+- 2ac)-| exp(—aru*+ 22e,cu)-du. 
0 
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Hieraus folgt 


{5 er i 
(31) F(z,a,c)= exp ai (5 - ra*) -Lim { | e-=28" Ay(u)dut [ e-**™* Ly(u) du} 
: one 0 0 
mit 
(32) Ay(u)= »S exp2a(c —n)(ia-+ e,u) (u > 0) 
; —-NEn<e 
und 
(33) Ly(u)= » exp2a(c— n)(ta+ eu) (u<0). 
e<naNn 


Fiir positives u strebt Ay(u) bei unbegrenzt zunehmendem N nach 
einem Grenzwerte 


exp 21(c—[c]})(ta+e,u) exp 22y (ia + e,u) 
l—exp2z(ta+e,u) exp z(ta+¢,u)—exp(—2)(ia+e,u)’ 


(34) A(u)= 








wo y=c —([c]— } gesetzt ist. 
Fiir negatives u strebt Ly(u) bei unbegrenzt zunehmendem N nach 
einem Grenzwerte 


exp 22(c—[ce+-1])(ta+e,u) exp 22y (ia+e,u) 


1— exp (— 22) (ia+ eu) exp (ia + ¢,u) —exp(—2)(ia+e,u)’ 





(35) L(u) = 


so daB wir fiir A(u) (wu >0O) und — L(u) (u <0) denselben Ausdruck 
finden. 


Wenn « =a — [a] — } gesetzt wird, ist 2(a — a) ungerade, also 





exp 21(¢@ — a) = — expat(a—a), 
so daB aus (34) und (35) folgt 
(u>0) A(u) exp{2i(a@—a)+2ay(ta+e,u)) _ 
(w<0) anal ~ exp x(ia+e,u)+exp(— 2) (ia+e,u) 





(36) 
__ exp {zi(a—a)+22y (ia+e,u)} 
. 2 csh 2 (ia +¢,%) 

Fiir positives u ist 


—(N+1) 


A(u) — Ay(u) > exp2a(c—n)(ta+ eu) 
(37) omen 
| exp 22(c+ N+1)(ia+ eu) 
1 —exp2(ia+e,u) : 


Da a nicht ganz ist, verschwindet der Nenner fiir keinen Wert von 
u>0, so daB es eine héchstens nur von a abhangige positive Zahl x 
gibt, die kleiner als der Absolutwert des Nenners ist, und aus (37) ergibt 
sich dann 


A(u) — Ay(u)|< exp(— V22)(c+N+1)u (u>0). 


tw 


Mathematische Annalen. 90. 
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Es werde jetzt N so groB gewahlt, daB c + N-+-1 positiv ist. Dann ist 


a 


1 @ . 
J erm**(A(w)— An(u))du < tf exp axu*—V2a(c+N-+1)u)-du 
0 0 
1 
V¥ x x 
1 { 7 1f< 1 = 1 exp (—V8a)(C+ N41).  e-newtdy, 
ok x xy N ad VN o 
0 1 0 
y¥ 


und da die letzten zwei Glieder mit unbegrenzt wachsendem N nach Null 
streben, ist 


« a 
38 Lim f e-**** Ay(u)du = f e-**™* A(u)du. 
N=a 0 0 


Auf dievelbe Art beweist man 


x  * 
39 Lim f ens=u Ly(u)du fe-==""* L(u)du. 
N=x 0 0 


Aus (31), (38), (39) und (36) ergibt sich 
| F(z, a,c) 


(40) {5 _ exp (— xzu*+2aye,u) 
= exp 71 ra*+a—«a-+2ay)- A —3-" du 
4 2 csh a (ia + eu) 
x 


Wegen |«| <} folgt aus dem Cauchyschen Integralsatz, daB der 


Wert des letzten Integrales sich nicht andert, wenn der Integrationsweg 
co, co durch —co-+e¢,a, c+, ersetzt wird, so daB das letzte 
Integral den Wert 


2 
ce cal exp (— xzv*— 22e,rav+2xye,v) 
exp 21(xra°— 2ay)-]| - -- *- dv 
P — ¢ f 2 csh xe, 0 
x 
. ” 9 uy | / Y \ 
exp 2i(ra*— 2ay)-V\z,aVa2 } 
\ Vz: 
besitzt. Wegen (40) ist dann 
. fd ’ ‘ e y 
F(x,a,c)=expai|7+(a—a)(2y+1)—2(a*—a*))-P(z,aVx— : 
\ / \ yz 


so daB diese Funktion identisch ist mit der durch (4) definierten Funktion. 


Freiburg (Schweiz), den 13. Januar 1923. 


(Eingegangen am 14. 1. 1923.) 


Transzendente Additionstheoreme 
der elliptischen Thetafunktionen und andere 
Thetarelationen vom Faltungstypus. 
Von 


Gustav Doetsch in Halle a. d. S. 


Die elliptischen Thetafunktionen besitzen gewisse algebraische Additions- 
theoreme, an deren charakteristische Form durch eines') von ihnen, z. B. 


+, (a/t) 3, (b/t) 3, (c/t) b (d/t) 


f/a+b+e+d,,\ a+b—e—d qa (a—b+ce-—d d.’ 
5( — t) 8, ( ; t) , ( ; t) 6, (= lt 
p +b+e—d,,\ +b—cid —b+e+d oS — } 
a a t) 3,(° - t) 3, — ~/t) 9,(*- oS s\n 


erinnert sei. Sie enthalten in der Regel mehrere Thetafunktionen, die zu 
je vier miteinander multipliziert erscheinen, und selbst wenn man zwei 
der Argumente, z. B. c und d, gleich 0 nimmt, so tritt auBer der halben 
Summe von a und 6 auch noch die halbe Differenz auf. Nun besitzt die 
mit den Thetafunktionen eng verwandte Funktion 
e 2 
U (jt) = — {1 2 See}, 


\ ad n=1 


die die allgemeine Lésung der Integralgleichung?*) 
F(t)*F(t)— 2tF(t)+ F(i)#1—1=0 


1) H. A. Schwarz: Formeln und Lehrsitze vom Gebrauche der elliptischen 
Functionen. Zweite Ausgabe. Berlin 1893, S. 48, Formel [B! [5]. Im Folgenden 
ist fiir die Thetafunktionen die Bezeichnungsweise dieses Buches angewandt, nur ist 
im Interesse der Abkiirzung die Funktion, die nach Schwarz J, (v/izt) heiBen wiirde, 
mit #,(v/t) bezeichnet. 

*) F. Bernstein und G. Doetsch: Die Integralgleichung der elliptischen Theta- 
nullfunktion. Dritte Note. Nachr. v. d. Gesellsch. d. Wiss. zu Géttingen, math.-phys. 
Kl. 1922, S. 832-46 {S. 40, 41. Die durch den Stern angedeutete Operation der 
,, Faltung“ ist folgendermaBen definiert : 


t 
FeG@= f F(r)G(t—r)dr. 
ry 
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darstellt und fiir c—0 mit 8,(0/t), fir c—= mit #,(0/f) zusammen- 


fallt, das Additionstheorem *) : 





1 yy / ,t : 1 or  s 
g U \4. 17, #{U(c,/t) + U(c,/t)} U (c,/t)# U(e,/t) +1, 











das zwar transzendent, jedoch formal von sehr einfachem Bau ist. Es 
ergibt sich, indem man durch die Laplace-Transformation 


f(s) = f e-** F(t)dt = L(F) 
0 


von der ,,Oberfunktion’ F(t)=U(c/t) zu der ,,Unterfunktion“ 
f(s) - mbt fe iibergeht und dann das bekannte Additionstheorem 
v-s 


dieser elementaren Funktion durch Umkehrung der Laplace-Transformation 
auf die Funktion U(c/t) iibertragt, wobei der transzendente Faltungs- 
prozeB sich vermége der Beziehung 


L(F+*@)=L(P)-L(G) 


einstellt *). 
Es liegt daher nahe, fiir die Thetafunktionen Ahnliches zu versuchen, 


und wir beginnen mit #,(v/t), wobei wir diese Funktion in der auf 


transformierten Gestalt °) ansetzen: 


1 \ - (v+m)* 
3, (v/t)= — 
¥70_5 <e 
v? ¥ 1 2 o 1, 2 
io. a le’? J “se 1 i i L 
vxt | = = 


Wir unterwerfen nun #,(v/t) der Laplace-Transformation und bilden: 


f, (v/s L{d,(v t)} = | e-** 8, (v/t)dt 
uv 


1 ? 1 2 

_¢? e — 7(m+o) om —— ae 
En 8 eh hs ee =m 
wn J nce | yat j = \ yat j 


*) F. Bernstein und G. Doetsch: Die Integralgleichung usw. Vierte Note. Nachr. 
vy. d. Gesellsch. d. Wiss. zu Géttingen, math.-phys. K!. 1922, S. 47—52 [S. 49}. 

*) Fir den durch die Laplace-Transformation vermittelten Zusammenhang 
zwischen den Ober- und Unterfunktionen sowie die dabei auftretenden Beziechungen, 
von denen im Folgenden Gebrauch gemacht wird, s. G. Doetsch, Die Integrodifferential- 
gleichungen vom Faltungstypus. Math. Ann. 89 (1923), S. 192—208. 

®) Schwarz. |. c."), S. 46. 


Additionstheoreme der Thetafunktionen. 21 


wobei die Vertauschung von Summe und Integral gerechtfertigt*) ist, da 
die urspriinglichen Summen fiir jedes endliche Intervall 0< 7, <t<T, 
gleichmaBig und die sich ergebenden Summen, wie man aus dem Folgenden 
ersehen wird, in einem gewissen Bereich von s absolut konvergieren. Da 
fiir « > 0°) 


ov) so 
a Pn 


ist, so erhalten wir, wenn wir von jetzt an v auf den Bereich 


at -8e vs 
L{W e 


0<sv<cl 
einschranken : 
s 
f, (v/s) = l f p-2ey 2a —2(m+v) Vs +» e-2(m—e yal 
Pa 3 | — j 
V m=1 m=1 
, —2ys 
am =f e-tevi4 (e-tevs 1 e2evs) ce 
ys 1 e7 tvs) 


1 g—@e- trys, Betiv6 cos (2v~1) ¥— 8° 


ys eV e-V* y— ssiny—s 





Da #,(v/t) in der Variablen v die Periode 1 hat, so mu8 dasselbe fiir 
f,(v/s) der Fall sein, und man kann dadurch die Funktion /, (v/s) leicht 
auch fiir Werte von v auBerhalb des Intervalls 0<v<1 erhalten; so 
ist z. B. 

__ cos (2v+1) )¥—s 


¥—seiny sin y - 


Bevor wir zu dem Additionstheorem iibergehen, wollen wir der 
Funktion 


f, (v/s) = fiir -lov<od. 


lA 


P , 1 
#,(v/t)= — 


ie + Sre! Mase a 


® 


die neue Funktion 
é 1 =- @ ie m)* 
#,(v/t)=rfe + Se _ Oh 
xt \ — ~ 


gegeniiberstellen, die, wie man sich leicht iiberzeugt, fir 0 <v<1 die 
Unterfunktion 
= ; ,sin(2v—1)¥—s 8 
f, (v/s) = — 1 ———— 


y—ssiny—s 
*) Vgl. Bromwich: An introduction to the theory of infinite series. London 
1908, S. 453, 


) Vgl. F. Bernstein: Die Integralgleichung usw. Zweite Note. Koninkl. Akad. 
v. Wetensch. te Amsterdam, Wis. en Natuurk. Afd., 27 Nov. 1920, 8S. 763. 
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besitzt. Es ist bemerkenswert, daB man beide Funktionen, #, und #,, 
aus der Funktion U(c/t) erhalten kann. Bezeichnet man namlich deren 
in ¢ geraden Bestandteil mit U,, den ungeraden mit U,, so ist 


u? 
x e nt o . nt 
1 D . . 1 f —2nic— F y 2nte- ¢ l 
U,(e/t) = 5 {U (e/t) + U(—e}t)} ates + de 
’ n=1 n=l 
1 a ~2nte-* —2nci- 
11 “ e N e \ 
vat a=t a=-1 
guet ¢ ay \) n+iet)” \7 sin ict)* 
= §% € e é } 
yt ‘ n=1 a=-1 
U.(e/t) ~ 1 4U(e/t) — U(—e/8)} 
ale 5 (U(e J(—¢/t)} 
x 1 : -= 1 alll 
e =| . ~ in tect) = ict) 4g 
yat a=! ones 
Es ist also 
rv? 
« ‘ ie y iv 
(vt) e U, = 3 t 
v? 
- : " 1 
8,(vity=e ‘hu.(—*]8) 4 . 
. { t yat 


Um nun zu unserem Additionstheorem zu kommen; nehmen wir 


1 


0<v,<1, 0s», 3S, 


und bilden 


lA 


vU, + Uy 


lA 
eo] co 


— 


7 \ cos (2v, + 2v,—2) ¥—s 
fy (vm, + % — 5) = — ERED 
= 2) y—ssiny—s 
cos (2v,—1) ¥—scos (2r, -1) ¥—s—sin (2v,—1)y — sain (2v,—1 \\¥—s 
y—ssin/j—s : 

Danach ist 

° . 1 fl a 

fy (v, + % — 9/8) falg/8) = fa (%/8) fa (% 8) + f,(v,/8) f,(%,/ 8), 


woraus durch Umkehrung der Laplace-Transformation folgt: 





(As) | 3, (0, + 0,— sit) =9, (Ft) = 0, (v,'t) * 0, (v,/t) + 8, (v, /t) # 8, (v,/t). 











Beachtet man, daB 


0, (0+ : t) = — Ps a7 * = B,(v/t) 
- yat 
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ist, und setzt man 





(o+3)" e +( 1 )’ -=x (v+ )* 
1 1 wim ~Zle+at™ p\etgt™ 
9, (v-+5/t) mG + de —2¢ } —d,(o/t) 
so folgt, daB fir —-}< vi +} 
1) = £1G(0/t)} = — Es, 
fa(v]a) = L{94(v]t)}— — ee22V—* 
ere: oe . sin2vy—s 
fo(v 8) L{d,(v/t)} * J—seny—e 
ist und fiir 
-isast+i, -tsast+i., -tsq+as+;] 


das Additionstheorem gilt: 








(Ao) | (v, + 0, /t) * 9,(0/t) = 3, (v,/t)* 3, (v,/t) + 8, (v, /t) 8, (v,/t). 








Ersetzt man in (As) nur v, durch v, + * so ergibt sich fiir 


1 


0<, <1, : +e 


= “11> ™~ 9 


lA 


Vv, 


W 


0<v,+4%,<S1: 








(Aso) | 8, (v, + v,/t) * 0, (0/t) = 8, (v, /t) « 8, (v,/t) + 8, (v, /t) O (v,/t). 








Fiir die iibrigen Thetafunktionen #,(v/¢) und #,(v/t) seien nur die 
Resultate mitgeteilt, die man auf ahnlichem Wege erhalt: 


Zu 
pte -(e-5 +=)" 
8, (v/t) = — y=" 


Vv? a=-@ 


gehort fiir — 7< vs +3 = die Unterfunktion 





sin 2vy—s_ 
v/8)= 
f, (v/s) Yay PO a 
zu 


1 
-= 7 et m)* 
<5 Ft 
m=—-2 

gehért fiir 0 << v <1 die Unterfunktion 


f,(v/s) = _ sin (2v—1) ¥—8 
y—s0cos/—s 
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und es gelten die Additionstheoreme: fiir 








(Aw) | &, (v, + 0, /t)* 8, (0/t) = 0, (v, /t)* 0 (v,/t) + 0, (v,/t)* B, (v, /t) | 





und fiir 


Lo) 


IA 


1 
i <a 
%< r 9 0<v,+%,S1 








( Aoies) 8, (v, + v, t) #3, (O0/t) = 0, (v,/#) #3, (v,/t) — 8, (v, /t) + 9,(v4/t) | 





und die dazu symmetrische Form. 


Vermége der im Unterbereich herrschenden einfachen Beziehungen 
ware es leicht, noch weitere Thetarelationen abzuleiten. Wir begniigen 


uns damit, einige fiir die Thetanullfunktionen #, (t) = 0,(0/t) anzufiihren. 
So ergibt sich z. B. wegen 


U(0/t) = #, (t), U (5 /t) = 8, (t) 


aus dem Additionstheorem der Funktion U (c/t) 





. t’ 2 
fiir c, —c,=0: 8, (7) « 0, (t) = 95" (t)+1 
7 t ¢ q*2 ! 
¢, = C= 5: 8, (7)* % (t) ov (¢)+1 











Jenes Additionstheorem ergibt fiir c, = c, 


=C 
U (2¢ ;)*U(e t) = U(e/t)** +1. 


Da aber, wie anderwirts*) gezeigt wurde, die ,,Reziprozitatsformel“ gilt: 








(al r/ | 
U(c/t)* Ue zit) = . 


/ 








so folgt durch Faltung der vorigen Gleichung mit U (c + s/t): 








U (2¢/5) = Ule/t) +U (c+ 5/8). 








Fiir c = 0 erhalt man hieraus die bekannte Relation 


9, (z) = 9 (t) + 9, (t). 


®) G. Doetsch, |. c. *), S. 206. 
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Wie man durch Transformation auf die Unterfunktionen leicht sieht, 1aBt 
sich die aus der Reziprozitaétsformel folgende Gleichung 








d, (t)* 9, (t) = 1 








folgendermaBen verallgemeinern : 





1 - ,t 
#,(v/t)*d,(v/t) = wat” (v/3). 











Zum SchluB seien noch einige Relationen angefiihrt, die sich der 
eingangs erwahnten Integralgleichung an die Seite stellen lassen. Die 
Integralgleichung, der die Funktion #,(t¢) geniigt (s. S. 19): 

63° — 20, ++ 0,*#1—1=—0, 


ist vom zweiten Grade. Beriicksichtigt man jedoch die durch Ubergang 
in den Unterbereich leicht beweisbare Relation 





03° (t) — f(t) =1, 











so geht sie in die Gleichung 





#,*#1— 28, + 0°(t) = 0 











iiber, die eine lineare Integralgleichung dritter Art fiir #, ist. Thre all- 
gemeine Lésung lautet iibrigens 3, = 3, (t) + a ay 

Kine ebenfalls lineare Gleichung fiir #, (¢) erhalt man durch Faltung 
der quadratischen mit #, (¢) und Beachtung der Relation #, (¢) # 3, (t) =1: 


#, #1 —2(t8,) #0, (t)— d,(t)#1+t=—0. 


*) Man wende die in der unter *) zitierten Arbeit angegebene Lésungsmethode an 


(Eingegangen am 2. 12. 1922.) 








Ober eine Summenformel. 


Von 


N. Koschliakoff in Simferopol (Krim). 


Der vorliegende Aufsatz beabsichtigt eine Verallgemeinerung der be- 
kannten summatorischen Formel 


) ies 1 _ 1 fF r'it)+f'(—it) 
(I) D2 f(») = — xf(0) fre) ae — 1f en a log — =a 4 
0 0 


zu geben. 


Um diese Formel abzuleiten, wollen wir ein Verfahren benutzen, das 
demjenigen von E. Lindeléf in seiner bekannten Monographie ,,Le calcul 
des résidus et ses applications 4 la théorie des fonctions“ analog ist. 

Es sollen mit 


Ags Aes dg, «0 


die in aufsteigender Reihe angeordneten positiven Wurzeln der transzen- 
denten Gleichung 


p sinaz-+zcosaz=0 (p>0) 
bezeichnet und folgendes bewiesen werden: 


Ist z=2-+iy und f(z) fir > 0 analytisch, welchen Wert man 
auch y gibt, konvergiert weiter das Produkt 


e~**\¥!l f(x +- ty) 
gleichmaBig gegen Null, wenn |y| iiber jede Grenze hinauswichst und 


x > 0 angenommen wird, und geniigt endlich f(z) der Bedingung 


+@ 
lim Sent lv! | f(r +ity)|dy=0, 


f=2 -@ 
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so gilt die Summenformel 


ait. 9 
P\p+ >) +2 
(II) Sray—— 41104 fete eyes 


2 
1 ee 





1 ( ft)+f'(-it), 
J 2 7 1—o(—t) e7*** 
wo 


Um das Theorem zu _ beweisen, mn die Kontur 
ABCDEF betrachtet werden, aus der die Punkte 
z=0, z=ip als Mittelpunkte der mit unendlich 
kleinen Radien e beschriebenen Kreise o’o”, o, aus- 
geschaltet sind. Es soll auBerdem die Abszisse des 
Punktes @ gleich r (ganze Zahl) sein, wobei, wie be- 
kannt, r—} <A. <r. 


Innerhalb dieser Kontur besitzt die Funktion 














a 
gt g8 o(iz)e***_—1 
eine Reihe einfacher Pole in den Punkten z= 4,, A,,..., 4, mit den Re- 
siduen i) (y=1,2,..., 7). Es ergibt sich demnach laut dem Theorem 
von Cauchy 
(1) Sra) =S Plz )dz+ JP e)dz+ J F(z )dz, 
i ABCDEF 


wobei der Strich unter dem Ausdruck ABCDEF bedeuten soll, daB aus 
der Kontur die Bégen o’o”, o, ausgeschaltet sind. 

Es soll nun in dem oberhalb der reellen Achse gelegenen Anteile 
unserer Kontur 


F(z) = — »(2) — _*# 


o(—iz)e~*** —] 





gelten, wo der Kiirze wegen 


a 
p(p+z)+s 
as) = —a f(z) 


gesetzt wird. Es ist demnach 


9 ee u(z)dz ; 
(2) fre )dz fee) a (nize? 


aDEF aDEF 








28 N. Koschliakoff. 


Indem wir andererseits das Theorem von Cauchy auf die geschlossene 
Kontur « DEF« anwenden, erhalten wir 


r 
(3) S u(z)dz= Sf u(x)dx 
PF £ 


f u(z)dz f u(z)dz. 
aDE a’ 


| 


Die Formeln (1), (2), (3) ergeben 


» t(a) = [F(2)a2 + { u(z)dz +f u(2)ae + | (F(z) + m(2)] a2 
1 s 





L _u(z)dz ; u(z)dz 
o(iz)e****_1 © J o(—iz)e~****~-1 
ABCa FEDa 
Es ist aber 
: 1 , , o% , 
lim | F(z)dz = — 5 (0), lim | «(z)dz=0, he [F(z)+ u(z)|dz=0, 
«=0 «=0 ex 
oa” a’ % 
und folglich 
r 4 
(4) > f(a) = : 5£(0) + | u(x)dx 
. 0 
+ lim { u(2z)dz 4 ___ (2) dz -} 
e=0 o(iz)e®***~1 © J o(—iz)e~?**-1) © 
ABCa FEDa 


Indem wir mit 26 die Héhe unseres Rechteckes bezeichnen, erhalten wir 


. dz (2) dz 

lim { B(s)é La —_ } 

2=0 o(iz)er**_] o(—iz)e~****~1 
BCa 


FEDa 





5) 
inked 7] = = 
= 2i o(t)e***—1 





+ R(r, 4), 


0 


wo R(r,d) gleich der Summe der Integrale, iiber die Abschnitte BC 
CD, DE genommen, ist. 


, 


Sind die Theorembedingungen erfiillt, so haben wir 


lim R(r, 5) = 0, 


r=e,d=@ 
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wodurch die Formel (4) iibergeht in 


(mm) S44)=- ro+f +3) ‘f(z)d2 


1 2 
-2f inf f(—it) ?\? PTs a dt 
p?—t® a(t)e***-1° 


Beriicksichtigen wir, dab 


p\pt+s)-0 at 1 
Se paca Ba all — 0(— Nees), 


so kommen wir zur gesuchten Summenformel (II). 


(Eingegangen am 9. 11. 1922.) 








Bemerkung zur Arbeit des Herrn Bieberbach: Uber die 
Einordnung des Hauptsatzes der Uniformisierung in die 
WeierstraBsche Funktionentheorie (Math. Annalen 78). 


Von 


Tibor Radé in Szeged (Ungarn) 


I. 


In seiner oben angefiihrten Arbeit entwickelt Herr Bieberbach drei 
Heftungsaufgaben (erste Grundaufgabe, zweite Grundaufgabe erster Fall, 
zweite Grundaufgabe zweiter Fall), und ich méchte in dieser Note ver- 
suchen, seine Darstellung zu vereinfachen. Die beiden letzten Heftungs- 
aufgaben werden a. a. O. durch unendliche Uberlagerungsprozesse gelést *); 
es scheint also, daB durch den Ubergang von den Kreisscheiben zu den 
Dreiecken die Méglichkeit, die Naherungsbereiche der universellen Uber- 
lagerungsflache durch endliche Prozesse zu kunstruieren, verloren gegangen 
ist. Dies ist indessen nicht der Fall. 

In der Tat, die erste Heftungsaufgabe hat bereits Herr Bieberbach 
durch das Spiegelungsverfahren des Herrn Carathéodory in endlich vielen 
Schritten gelést. Ich werde nun auch die zweite Heftungsaufgabe durch 
ein endliches Spiegelungsverfahren lésen, wobei ich einfach auf den Ge- 
danken selbst zuriickgehe, welcher dem Verfahren des Herrn Carathéodory 
zugrunde liegt. Was die dritte Heftungsaufgabe anbelangt, so bedeutet 
das Auftreten derselben, da8 die universelle Uberlagerungsflache geschlossen 


") Wie ich von Herrn Koebe erfahre, ist die Bieberbachsche Lésung nicht stich- 
haltig; der Beweis muB so zu Ende gefiihrt werden, wie dies bei Herrn Koebe geschieht 
Abh. zur Theorie der konformen Abbildung III. § 9, J. f. Math. 147). Herr Koebe 
teilte mir noch mit, daB die Behauptung S. 323, Z.6, daB die dort auftretenden 
Bogen Kreisbégen seien, i. A. nicht zutrifft. Diesen Bemerkungen des Herrn Koebe 
hat auch Herr Bieberbach zugestimmt. Ich bemerke, daB die SchluBweise des Herrn 
Bieberbach fiir die zweite Grundaufgabe in allen Fallen, wo dieselbe von ihm an- 
gewendet wird, der Eckpunktsbedingung zufolge doch beweiskriftig ist 
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ist. Dann aber ist die vorgelegte Flache geschlossen und einfach zusammen- 
hangend. In allen anderen Fallen kommen wir also mit den beiden ersten 
Heftungsaufgaben zum Ziele. Dann kann der Ausnahmefall mit wenigen 
Worten erledigt werden; diese kleine Uberlegung fiihre ich, der Vollstandig- 
keit wegen, im letzten Abschnitte dieser Note durch. 

Die prinzipielle Bedeutung dieser sonst ganz einfachen Uberlegungen 
liegt in dem Umstande, da8 nun, unter Beibehaltung der Dreiecke, fiir 
jede Riemannsche Mannigfaltigkeit die Fundamentalabbildung durch einen 
einzigen Grenziibergang bewirkt werden kann*). 

1. Sei @ ein Gebiet, welches aus dem Innern einer Jordankurve 
durch einen Einschnitt entsteht. Den inneren Endpunkt des Einschnittes 
bezeichnen wir mit O, den Punkt auf der Kurve, von welchem der Ein- 
schnitt ausgeht, mit P und Q, da in diesem Punkte zwei Randpunkte 
von G@ vereinigt liegen. 

Wird nun G eineindeutig konform auf das Innengebiet G’ einer zwei- 
ten Jordankurve abgebildet, so geht der Einschnitt in zwei Randbégen 


, ‘ , , . . . , . . 
P'O,0O QQ’ iiber, die in einem Punkte O zusammenstoBen und nicht die 


ganze Begrenzung von @’ ausmachen. Jedem Punkte des Einschnittes 


entspricht ein Punkt auf dem Bogen O'P und ein Punkt auf OQ. 
Auf diese Weise entsteht eine eineindeutige stetige Beziehung zwischen 


6'P” und 0’Q’, wobei der Punkt O’ sich selbst entspricht. 


; ree es I ’ 

Sind umgekehrt zwei Randbégen 0’ P’, O'Q' von G vorgelegt, welche 
nicht die ganze Begrenzung von G’ ausmachen, ferner eine eineindeutige 
stetige Beziehung zwischen diesen Bégen, wobei der Punkt O’ sich selbst 
entspricht, so entsteht die zweite Heftungsaufgabe, nimlich, dazu eine er- 
zeugende Figur zu konstruieren. 

Wie man sich leicht iiberzeugen kann, hat die Aufgabe im allgemeinen 
gar keine Lésung. Als Spezialfall ist in dieser Aufgabe das Abbildungs- 
problem der kérperlichen Ecke enthalten*); ferner analoge Probleme, welche 
noch der Lésung harren. Fiir unsere Zwecke geniigt aber die folgende 
einfache Betrachtung. 

Wir fiihren zunachst den Hilfsbegriff der Linse ein. 

Man zerlege G’ durch die von P’ nach Q’ laufende ,,Symmetrielinie“ 


. ’ ? . . ° ” ° 
und bezeichne das an P’O’Q’ angrenzende Teilgebiet mit @ , leite aus 


*) Beim Carathéodoryschen Spiegelungsverfahren wird dabei die Abbildung eines 
schlichten, einfach zusammenhangenden Bereiches auf das Kreisinnere als ein Schritt 
betrachtet. 

*) Siehe die unter *) angefiihrte Arbeit von Herrn Koebe. Ich umgehe diese 
Schwierigkeiten dadurch, daB ich die Aufgabe in der Form lése, wie sie beim Uni- 
formisierungsverfabren tatsacblich auftritt. 
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_" “en +f 1 . . y's 
G ebenso G_ her usw. Ich nenne G””” die v-te Linse von G in bezug 


——— 
auf den Randbogen P’O’Q’. Fiir die Lésbarkeit der Heftungsaufgabe 
fiir G’ haben wir dann die folgende notwendige und hinreichende 
Linsenbedingung. Die Heftungsaufgabe ist fiir G’ dann und nur 
dann lésbar, wenn sie bei geniigend gropem n fiir die Linse G™ (natiir- 
lich gemaB der vorgeschriebenen Randerzuordnung) gelést werden kann. 
Zam Beweise nehmen wir an, fiir die Linse G” sei die Aufgabe lés- 
bar, und wir kénnen es dann so einrichten, daB als erzeugende Figur die 
linke Halbebene mit einem vom Nullpunkte ausgehenden Einschnitte / auf- 
tritt. Sei 7* das Spiegelbild des Einschnittes beziiglich der imaginaren 
Achse. Ich schlitze nun die Vollebene bloB lings 1* auf, bilde das so 
erhaltene Schlitzgebiet auf das Innere irgendeiner Jordankurve ab und 
erhalte eine erzeugende Figur fiir das ganze Gebiet G’. Da G"*” und G”” 
in demselben Verhiltnis zueinander stehen, wie G’ zu G’, so ist damit 
gezeigt: ist die Aufgabe fiir G” lésbar, so ist sie auch fiir G"~", dann 
fir G"~*, und schlieBlich fiir das ganze Gebiet G’ lésbar. Gleichzeitig 
haben wir ein Spiegelungsverfahren, welches in endlich vielen Schritten 
die Lésung bewirkt. DaB die Linsenbedingung notwendig ist, braucht 
kaum erwahnt zu werden. 


2. Sei nun F die zu uniformisierende Fliche. Die Eckpunkte der 
Triangulierung sollen numeriert sein. Verschiedene Eckpunkte sollen ver- 
schiedene Nummern erhalten. Um die Figuren, welche im Laufe des Uni- 
formisierungsverfahrens auftreten, iibersichtlich behandeln zu kénnen, stellen 
wir eine Definition auf*). 


Eine abgeschlossene Kreisscheibe, der Begrenzungskreis heiBe K, sei 
durch einfache stetige Bégen in endlich viele Dreiecke zerlegt; die Eck- 
punkte, die also zum Teil auf der Peripherie liegen, seien numeriert. Die- 
selbe Nummer darf beliebig oft auftreten. Wir verlangen erstens, daB die 
Figur nur solche Dreiecke enthalte, welche der Numerierung nach auch 
auf F vorkommen. Jetzt bilden wir jedes Dreieck der Figur auf das 
gleichnumerierte Dreieck von F konform ab, so da8 gleichbezeichnete Eck- 
punkte einander entsprechen; durch diese Forderung wird die Abbildung 
gerade bestimmt. Einem inneren Punkte der Kreisscheibe, welcher auf 
einer Seite liegt, sind dann durch die Abbildungen der anstoBenden Drei- 
ecke zwei Flichenpunkte zugeordnet; wir verlangen zweitens, da8 diese 
beiden Punkte stets zusammenfallen. Sind alle diese Bedingungen erfiillt, 
so sagen wir, es liege eine Kreisfigur fiir F vor. 


*) Im folgenden werden die Figuren, welche beim Uniformisierungsverfahren auf- 
treten, genau beschrieben 
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Dann behaupte ich: die Dreiecksseiten der Kreisfigur sind, von ihren 
Endpunkten abgesehen, analytische Linien, in den Eckpunkten sind be- 
stimmte Halbtangenten vorhanden, und alle Winkel in der Figur sind von 
Null verschieden. 

Fiir den Mittelpunkt der Eckensterne namlich ist dies alles in den 
Voraussetzungen iiber die Triangulierung bereits enthalten. Durch Wurzel- 
operationen erhalten wir aus den Eckensternen weitere Kreisfiguren, in 
welchen derselbe Zyklus beliebig oft um den Mittelpunkt herumgelagert 
erscheint®). Diese sollen auch Eckensterne heiBen, fiir ihre Mittelpunkte 
trifft unsere Behauptung ebenfalls zu. Wir betrachten nun eine beliebige 
Kreisfigur. Es wird wohl geniigen, die Diskussion fiir die Eckpunkte am 
Kreisrande durchzufihren. 

Sei also 1 ein solcher Eckpunkt und 7' das Teilgebiet der Kreisfigur, 
welches durch die um diesen Eckpunkt herumliegenden Dreiecke gebildet 
wird. Indem wir die Abbildung dieser Dreiecke auf die entsprechenden 
Dreiecke von F heranziehen, erkennen wir, da8 7' auf einen eigentlichen 
Sektor S eines geeigneten Eckensternes eineindeutig stetig abgebildet wer- 
den kann, wobei die Abbildung, héchstens von den Dreiecksseiten abgesehen, 
konform ist. Da die radialen Einteilungslinien von S analytisch sind, so 
folgt aus dem Riemannschen Lemma, da8 die Abbildung im Innern dieser 
Gebiete iiberhaupt konform ist. Die radialen Randlinien von § treffen 
nun mit bestimmten Halbtangenten zusammen, deren Winkel von Null 
verschieden ist. Nach den Resultaten des Herrn Carathéodory *) ist hier- 
nach die Abbildung im Punkte 1 quasikonform, woraus alles folgt. 

3. Die erste Heftungsaufgabe. 

In einer Kreisfigur mége ein Dreieck 123 mit der Seite 12 am Kreis- 
rande vorkommen. Da die Winkel der Figur nach der obigen Bemerkung 
alle von Null verschieden sind, so kénnen wir die Eckpunkte 1 und 2 
durch einen Kreisbogen verbinden, der sonst ganz im Dreiecke verlauft. 
Ist dann 124 ein benachbartes Dreieck auf der Flache, so erscheinen die 
beiden Dreiecke z. B. im Eckensterne mit dem Mittelpunkte 1 neben- 
einander abgebildet. Da alle Voraussetzungen des Herrn Carathéodory 
erfiillt sind, kann sein Verfahren einsetzen und das Dreieck 124 wird 
unserer Kreisfigur hinzugefiigt. 

4. Die zweite Heftungsaufgabe. 

Sei jetzt 1 ein Eckpunkt am Rande K unserer Kreisfigur, so daB die 
beiden von i ausgehenden Randkanten, welche nicht die ganze Peripherie 

5) Dieser einfachen Bemerkung zufolge, welche ich Herrn Koebe verdanke, gelten 


unsere OUberlegungen auch fiir die Uniformisierung mit Relativverzweigung. 


*) Carathéodory: Elementarer Beweis fiir den Fundamentalsatz der konformen 
Abbildungen, Schwarz-Festschrift. 
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ausmachen sollen, durch die Beziehung zu den entsprechenden Dreiecken 
der Flache einander zugeordnet sind. Wir bezeichnen wieder mit 7’ das 
Gebiet, welches durch die um den Eckpunkt 1 herumliegenden Dreiecke 
der Figur gebildet wird. Die zweiten Endpunkte der von 1 ausgehenden 
Randkanten tragen dann dieselbe Nummer, etwa 2. Wir sehen nun, da8 
fiir 7' dig Zusammenheftung der von 1 ausgehenden Randkanten unmittel- 
bar vorgenommen werden kann, wobei als erzeugende Figur ein geeigneter 
Eckenstern auftritt. Da die Winkel in unserer Kreisfigur von Null ver- 
schieden sind, kénnen wir die beiden Eckpunkte 2 durch einen Kreisbogen 
verbinden, der sonst in 7' verliuft. Wir kénnen diesen Kreisbogen so 


wahlen, da8 derselbe mit dem Bogen 212 ein Kreisbogenzweieck bestimmt, 
welches Winkel gleich *. aufweist, wo n eine positive ganze Zahl ist. Da 
9" 


dieses Zweieck ein Teilgebiet von 7 ist, so kann fiir dasselbe die ver- 
langte Heftung vorgenommen werden. Nun ist dieses Zweieck eine Linse 
fiir den Begrenzungskreis K unserer Kreisfigur, und das Spiegelungsver- 
fahren kann einsetzen. 


5. Der Fall der einfach zusammenhiangenden geschlossenen 


Flache‘). 

Von der vorgelegten Fliche F lasse man einen Punkt P fort. Das 
iibrigbleibende Gebiet F’ ist offen und einfach zusammenhangend, wird 
also durch einen einzigen Grenziibergang eineindeutig konform auf die 
punktierte Ebene oder auf das Innere des Einheitskreises abgebildet. Der 
zweite Fall scheidet aus. In der Tat, in diesem Falle wire die Ab- 
bildungsfunktion auf F’ eindeutig, regular und beschrinkt, also dem 
Riemannscien Lemma zufolge auch im Punkte P, mithin auf der ganzen 
Flache F regular. Da aber F geschlossen ist, miiBte die Funktion irgendwo 
das Maximum ihres absoluten Betrages erreichen, also konstant sein. 
Nachdem F’ durch einen einzigen Grenziibergang auf die punktierte Ebene 
abgebildet wurde, ordnen wir dem Punkte P den unendlichfernen Punkt 
zu; damit ist F auf die Vollebene abgebildet. 


Il. 


Herr Bieberbach bemerkt, daB er den Beweis des Grenzkreistheorems 
urspriinglich mit Hilfe der Kreisscheiben gefiihrt hatte, dann aber zur 
Einsicht gelangt sei, daB die Dreiecke doch vorteilhafter sind. In der 


*) Vgl. die unter *) angefiihrte Arbeit des Herrn Koebe, § 4. Die dritte Hef- 
tungsaufgabe von Bieberbach ist ein spezieller Fall dieses Problemes. Er sticht nicht 
einen Punkt, sondern zwei aus und konstruiert eine logarithmische Uberlagerungs- 
flaiche. Seine zweite Liésung ist noch komplizierter. 
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Tat, fiir die topologischen Uberlegungen sind die Dreiecke weit handlicher, 
und die Heftungsprozesse lassen sich ebenso leicht vollziehen, wie bei den 
Kreisscheiben. Trotzdem scheint mir ein Beweis erwiinscht zu sein, der 
die Dreiecke nicht verwendet, und zwar aus einem prinzipiellen Grunde. 


Dieser Grund liegt in dem Begriffe der Riemannschen Mannigfaltigkeit 
selbst. Nach Herrn Wey! setzt sich dieser Begriff aus zwei Bestandteilen 
zusammen. 


A. Die R.M. besteht aus inneren Punkten, sieht im Kleinen wie 
die gewdhnliche komplexe Zahlenebene aus, und hangt zusammen, d. h. 
ste kann nicht in zwei getrennte Tetlmengen zerlegt werden, die nur aus 
inneren Punkten bestehen. 


Dies sind Eigenschaften, die wir an allen in der Funktionentheorie 
vorkommenden Flachen*) unmittelbar wahrnehmen und welche iiberhaupt 


zur anschaulichen Vorstellung der R.M. gehéren. Nun stellt Herr Weyl 
eine zweite Forderung auf. 


B. AuBerdem soll die R.M. eine Triangulierung zulassen. 


Herr Weyl bemerkt, daB diese Forderung notwendig zu sein scheint, 
um die R.M. Exhaustionsmethoden zugdnglich zu machen. In der Tat, 
aus der Voraussetzung, daB die R.M. zusammenhangend ist, ergibt sich 
sofort, daB die Dreiecke in abzihlbarer Menge vorhanden sind. Es handelt 
sich also um eine Abzdhlbarkeitsetgenschajt der R. M. 


Ich habe nun gefunden, daB die Moglichkeit der Triangulierung eine 
Folge der Eigenschaften A. ist. Wie Herr Priifer bemerkte, ist dies ver- 
mutlich bereits fiir blo8 topologisch erklairte Flachen der Fall. Wenn 
dem so ware, so kénnte meine Bemerkung iiberhaupt kein Interesse bean- 
spruchen. Da dieselbe funktionentheoretisch doch wichtig sein diirfte, 
méchte ich an dieser Stelle den Gedankengang andeuten, der mich zu 
diesem Resultat gefiihrt hatte; sollte eine topologische Untersuchung die 
Vermutung des Herrn Priifer widerlegen, so werde ich den Beweis aus- 
fiihrlich darstellen°). 


Sei F die Riemannsche Mannigfaltigkeit, von welcher nur die Eigen- 
schaften A. vorausgesetzt werden. Auf F gibt es richer Gebiete, welche 
trianguliert werden kénnen, so z. B. die Umgebungen der einzelnen Flachen- 
punkte. Ist @ ein solches Gebiet, so gilt fiir dasselbe das Grenzkreis- 
theorem und umgekehrt. Man sieht zunichst folgendes: Sind G,, G, zwei 
triangulierbare Gebiete auf F, die wenigstens einen Punkt gemein haben, 





*) Z. B. die Kugel, der Torus, das analytische Gebilde, die Grenzkreisgruppen usw. 
*) Inzwischen hat Herr Priifer selbst diese seine Vermutung widerlegt, und 
zwar durch Angabe einer nicht triangulierbaren stetigen Flache. 
8* 
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und ist G das Gebiet, das sich aus G, und G, zusammensetzt, so kann 
auch @ trianguliert werden. Ist ferner 


s a Y - 
G,<G,<...<G,.< 


eine Folge triangulierbarer Gebiete auf F, und ist G das Gebiet, welches 
sich aug den Punkten dieser Gebiete zusammensetzt, so ist. auch G@ tri- 
angulierbar. Ferner: Kommt auf F ein triangulierbares Gebiet vor, fiir 
welches die Fundamentalabbildung auf die Vollebene oder auf die endliche 
Ebene erfolgt, so ist F die Vollebene, der Torus, oder die einfach oder 
doppelt punktierte Ebene, also sicher triangulierbar. Wir kénnen also an- 
nehmen, da fiir alle triangulierbaren Gebiete auf F die Fundamental- 
abbildung auf eine endliche Kreisflache erfolgt. 

Nun sei O ein fester Flachenpunkt, und {@} die Gesamtheit der tri- 
angulierbaren Gebiete auf F, welche den Punkt O enthalten. Fiir alle 
diese Gebiete gilt das Grenzkreistheorem. Die Fundamentalabbildung 
normieren wir dabei so, daB der Hauptzweig der Abbildungsfunktion im 
Punkte O verschwindet, und dort eine Ableitung (nach einer fest gewihlten 
Ortsuniformisierenden) vom absoluten Betrage 1 hat; dadurch wird jedem 
solchen Gebiete G ein bestimmter Bildkreis zugeordnet. Der Radius dieses 
Bildkreises heiBe Rg. Sind G, < G, zwei solche nicht identische Gebiete, 
so ist Rg, < Reg,. 

Mit R bezeichne man die obere Grenze der positiven Zahlen Rg. 
Dann gibt es eine Gebietsfolge G,,G,,...,G,,..-, 30 daB Rg, — R. 
Setzt man: 

T,=G6,+6,+...+4G,, 


so ist Rr > Re, und 7,<7T,<...<T7T,<.... Sei T das Gebiet, welches 
sich aus den Punkten dieser Gebiete zusammensetzt.’ Dann ist Rp > Rr, > Re, , 
also Rr = R. Wenn nun 7 einen Randpunkt in F hatte, so kénnte man 
durch Hinzufiigung einer Umgebung dieses Randpunktes ein umfassenderes 
triangulierbares Gebiet 7” erhalten, fiir welches Rr > Rr = R wire. Es 
ist also F —- T, d.h. F kann trianguliert werden. 

Nun pflegt man, eben mit Riicksicht auf die Forderung der Triangu- 
lierbarkeit, die Riemannsche Mannigfaltigkeit direkt durch Dreiecke mit 
Randerzuordnung zu erkliren; dann mu8 man die in der Funktionentheorie 
auftretenden Flachen zunichst triangulieren, um Anschlu8 an diesen Be- 
griff zu erhalten. Ich denke, es ware doch natiirlicher und einfacher, die 
R.M. durch die anschaulichen Eigenschaften A. zu erkléren. Auf Grund 
der vorangehenden Bemerkung wissen wir dann, daB die so definierte 
Flache durch abzahlbar viele Kreisscheiben iiberdeckt werden kann. Zu 
dieser Erkenntnis sind wir zwar erst gekommen, nachdem wir das Grenz- 
kreistheorem fiir triangulierbare Flachen bewiesen haben. Man kénnte 
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aber etwa wie folgt vorgehen. Zunichst beweist man das Grenzkreis- 
theorem fiir Flichen, von welchen noch vorausgesetzt wird, daB sie durch 
abzahlbar viele Kreisscheiben iiberdeckt werden kénnen. Dann liefert der 
oben angedeutete Gedankengang den Nachweis, da8 damit auch der allge- 
meinste Fall erledigt wurde. Diese Beweisanordnung wiirde einerseits dem 
WeierstraBschen Geiste eher entsprechen, andererseits aber die allgemeinsten 
Riemannschen Mannigfaltigkeiten mit erfassen'®). 


Berlin, den 28. Dezember 1922. 


©) In seiner unter *) angefiihrten Arbeit operiert Herr Koebe mit Kreisscheiben, 
er unterla8t es aber, die Konstruktion seiner einfach zusammenhangenden Naherungs- 
bereiche topologisch zu begriinden. Eine strenge und einfache Behandlung dieser 
topologischen Fragen scheint mir erwiinscht zu sein. 


(Eingegangen am 28. 12. 1922.) 








A property of Haar’s system of orthogonal functions. 
Von 


J. L. Walsh in Cambridge (Mass., U. S. A.). 


The system of orthogonal functions defined and studied by Haar in 
his Dissertation’) has many interesting and important properties, especially 
when that system is contrasted with the classical Fourier, Sturm- 
Liouville, Legendre systems. 

It is the purpose of this note to consider a problem which naturally 
presents itself in the study of the properties of systems of normal ortho- 
gonal functions; the solution of this problem is precisely Haar’s system 
of functions. The problem is to determine an infinite normal orthogonal 
system of functions 7,, ,, Ps, ..- 80 that, when —, .—,,..-, P, are known, 
the function yp, ,., shall be chosen as that normalized function which is 
orthogonal to ,, Pa, ---, P, and whose total fluctuation is the least. 

We choose the interval (0, 1) as the range of the independent 
variable, and shall require that all functions gy, ef the set must satisfy 
the boundary condition y,(0)=q,(1)=—0. If this boundary condition 
is not prescribed, the functions ~, seem to obey no simple law. Moreover, 
we are to be concerned with various sub-intervals of the original inter- 
val (0,1). If mn of these sub-intervals are equal in length and have 
their end-points at the points k/n, where k& is integral, it would seem 
natural to have entire symmetry with regard to all these sub-intervals; 
the omission of the boundary condition leads to asymmetry so far as 
concerns the first and last sub-intervals. The boundary condition is 
moreover a Sturmian condition and is on its own account not unnatural 
when one is developing periodic functions which have as period the length 
of the interval considered. 

The first function g, of the set must be such that | g,(x)|>1 for 
some value of the argument, so its total fluctuation is at least 2. If ¢, (zx) 


*) Mathematische Annalen 69 (1910), 8. 331—371. 
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is not constant for 0<2< 1, its total fluctuation is greater than 2. 
Thus ¢, is uniquely determined except for sign; we set 


y,(z)=1, O0<2<1. 


In considering the other functions p,, it will be useful to have for 
reference 


Lemma I. Suppose g(x) such that m< p(x) <M for 0S xe 1 
and such that 


1 
(1) S p(x)dz = 
0 


then we have 
1 
S {o(2)}'dze< —mM. 
.U 
Let EZ, be the point set on which y(x)>0, and Z, the comple- 
mentary set; these letters also denote the measures of those sets. Then 


on E, we have 
0< v(x) <M, 


(2) 0<—y*(z) SM o(z). 


Moreover, we have 
Je(x)de — J o(z)dx< —mE,. 
Hence we find nent (2), , 
(3) J{v@)ydrs — mM E,. 
In a precisely similar “re we have 
(4) J {e(2)} ides —mME,. 


Addition of (3) and (4) completes the proof of the Lemma. 
We shall use Lemma I to establish 
LemmalIlI. Let w(x) be any function on the interval (0,1) such that 


Then there exists a function p(x) such that 
1 1 1 
S{p(2)}'dx=Jf{yp(x)}*dz, fo(x)dx=0 
0 0 0 


such that p(0)=y(0), p(1)=—y(1), such that p(x) takes on merely 
two distinct values in the inierior of the interval (0,1), and such that 
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the total fluctuation of y(x) in that interval is not greater than that of 
y (2). 

Let us set y(0)= A, y(1)=—B, and denote by M and m the least 
upper bound and greatest lower bound of y. We may suppose 


lim y(z)=M, lim y(z)=™m; *) 
z--a z=b 


assume for definiteness that a < 6. Then the fluctuation of w(x) is at least 
(5) \A—M\|+M—m-+|m—B\. 


The function 


4, #=0, 
0O<2< Wx 
Pp (x)= —m , 
atl M—a<7<!: 


B, z«=1, 





has a fluctuation not greater than that of w(x); we have, moreover, 


1 1 
So’(z)dzx=0, f{p’(x)}°dx= —mM. 
6 0 


The new function 


A, s=(0, 
) f {wy (z))* de 
P \z)= ’ [jive , < 
o"(a)} = 0<2<1l, 
B, z=l1, 


then satisfies all the requirements of Lemma II; it follows from Lemma I 
that |p(z)|<|\’(z)| for 0<2<1, so the fluctuation «i g(x) is not 
greater than that of m’(xz) and hence is not greater than that of y(z). 

We now proceed to the determination of the function g,(z) of the 
set. We need consider merely functions which take on only two distinct 
values, M >0, m< 0, in the interior of the interval (0,1), the func- 
tion to be taken as in Lemma IJ. The best values of M and m will 
be shown to be 1 and — 1 respectively; these lead to the function 


Re O0<2<3, 
P_ (x) = 1 
—1, 7<2<1; 


< 


*) Either or both of these may be limits to the right or to the left; thus the 
former may be subject to the restriction x >a or a< a. 
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this function is uniquely determined*) except at the point z=}, where 
the value (not greater than 1 nor less than —1) is immaterial. To 
prove that these are the best values of M and m, we note from the 
normality of g(x) and Lemma I that 

—mM 21; 
from this we have easily 

M—m-2> 2; 


and since y,(0)=,(1)=0, the fluctuation of g,(z) is precisely 
2M — 2m. 


The function ~,(z) is now to be found. This new function is ortho- 
gonal to the functions 


» (Ps (2) + %4(2)) = 


1 
1 0,0<a2<35, 
x (Ps (x) — 9, (x)) — 1 
1,g<2%<1; 
moreover, if ~, is orthogonal to these two functions it is also orthogonal 
to my, and g,. 


By Lemma II, , can be chosen of the following character: 


m, 


M,2>0, 0<#<yyr™_ 


—m ns 1 

™, 59 sm) <7 <2 
Bs _ 2M,—m, 

ms ~ 0, Bee site 2(M,—m,)’ 
2M, — m, 
2 ( M, — m,) 
for in each of the intervals (0,3), (3,1), any other function gy, can 
be replaced by a function of type (6) without increasing the total fluc- 
tuation and without altering the essential properties of that function 9,. 


The determination of gy, thus reduces to the minimizing of the total 
fluctuation of (6): 


(6) P(x) = 


a at B2 





F=2M,—m,+/|m,—m,|—m,+2M,, 
subject to the normality condition for the function: 


(7) M,m,+ M,m, = — 2. 





*) Of course g,(z) is not determined as to sign, in fact the sign of any func- 
tion gy, may be reversed without altering the properties of the set. 
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If m,>m,, the fluctuation does not explicitly contain m,. If then 
we consider F as a function of the two variables m, and m, which are 
connected by (7), it is clear that the least value of F occurs for m, = m,, 
unless m,=—0. The possibility m,—0 leads to the choice M, = 0, 
thence to the function 





v0 0 r< 4 
l 3 
_ q,, | Zz) \ 2 2 < xr 4° 
_ «8 
vas 4 Z l. 
The similar choice m, = leads to the function 
1 
2 0 . 
\ x 4 
” ] 1 
(9 Pp, (2 V2 q<2<5: 
0 . <e<] 
The possibility m,— m, gives us from (7), 
2 4 
M,+ M,=— —, F 2m, 
3 Mm, m, 
whose minimum value occurs for m, V2. These conditions do not 
uniquely determine ~,; we have 
z y2 
M>0, 0 z : 
ha 2(M+y2) 
“e" 2 3y2—-2M 
(10) p(x) —Vs, y <2 = 
s 2(M+y2) 4y2-—2M 
3y¥2-—2M 
\ 2 M, : = z - l, 
42-2 M 





where M is arbitrary, subject merely to the restriction 0< M<YV2. 
The functions pg; and ¢,’ are special cases of ¢.”. 
;” which are orthogonal to each other on 
the interval (0,1) are precisely gy’ and o’’; in fact if we set M M', 
M = M”, and assume M’> M”, the integral of the product of the two 
functions y’” which correspond turns out to be 

2-M’ ,M 

V Be -f- pe Zz? 

y2 y2 


The only two functions » 


” 


” 


which can vanish only if M’= V2, M =0. " 
All the functions y/”(z) have the same total fluctuation, 4 V2, so 
there is no real choice between them. But we can set y,= 9), 9,= 9}, 
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whereas if we set y+ 9.’, 9, + ,, , Will be a function orthogonal to 
71» Pa» 3, but which is not of the form y”, and hence whose total 
fluctuation is greater than 4V¥2. We therefore make the choice P;= Py: 
Y,=, in order that g, may have the least possible total fluctuation. 

The choice of g, is made in a very similar way to the choice of ¢,; 
the orthogonality condition on gy, is orthogonality to 9,, ~,, P,3, Y,, for 


which it is necessary and sufficient that ~, be orthogonal to the functions 


0, O0<2z:- : 

















7° 
0 < < 
1, t< > 1. 4 
y, (2%) = : Y.(4)=)1, 7<e<zq, 
0, q<2< Ss 1 
0, s;<2<!1 
1 
o S§<esce a 8 
: 0, O<2r<-, 
1 3 4 
wy. (* l, 7y<2< ri. y’,(z) = 3 
l, ~<2<1 
0 3 act 4 
, 4 > 
We may choose , of the form 
> a 
M,=>0, 0 . &< 7M,—m, , 
dl 1 
<0 a <3 
™~=° Th—m) +7 $$ ° 
1 2M,—m 
< = 
m,S0, 7 °°“ 
2M,-—-m 1 
M,>0 —<z2z< 
p; (2) =" T-«,) -** aes 
. 1 2M,—3m, 
M,20, 2 <%<7Tit—m,) 
2M,—3m, _ 3 
™S") iim) <<? fF 
3 4M,—3m 
m, <0, << 7—-—* 
_— 4 4(M,—m,) 
‘ 4M,—3m, _ 
“2° gay <*< ° 





The fluctuation of y,, which is to be minimized, has the value 


F —=2M,—m,+|m,—m,|— m,+ M,+|M, — M, | 
+ M,—m,+|m,—m,|—m,+ 2 M,; 


the numbers m, and M, are subject to the restriction that , shall be 
normal : 


(11) m, M, + m,M,+ m,M,+-m,M,= — 4. 
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If m,=>m,, F is independent of m,, so if we consider F as a 
function of the two variables m, and m,, which are connected by the 
equation (11), the minimum value of F occurs when — m, is a minimum, 
that is, m,—m,. Similarly if m,>m,. Likewise we find M,=— M,, 
m,—m,. Then F takes the form 


F=2M,—2m,+2M,—2m,+ 2M, 
and (11) becomes 
(12) m, (M, + M,) + m,(M,+ M,)= — 4. 
We may solve ( 12) for m, in terms of m,; the expression for F is then 


(13) F=2M,+2M,+2M,—2m,/1 ye + yg 

When we consider F as a function of m, and m,, it is obvious that the 
least value of F is given by m,=0, in case the coefficient of m, in 
(13) 13 positive, or by m,= 0, in case the coefficient of m, in (13) is 
negative. There are two other possibilities, namely either that the 
coefficient of m, in (13) is zero: 


M,+M,=M,+M,, M,=4M, 


“rE? 4 
or that M,+ M,=0. These various possibilities, then, are to be con- 
sidered in order. 

If m,=0, we have also m,—0 and may choose M,=0. The 
problem of determining ¢, is then the same as was that of determining 9, , 
except that the interval to be considered is 0 < 2 < }. 

If m, = 0, we have m,=0, M, = 0, and the corresponding problem 
in the interval }< 2< 1. 

If M,+ M,=0, that is, M, — M, = 0, we have again this problem 
in the interval }< 2 <1. 

If M,=—M,, F takes the form 
(14) F=4M,—2m,+2M,—2m, 
and (12) becomes 
(15) (m, + m,)(M, + M,)= —4. 


If we consider F as a function of M, and M, connected by (15), we 
have by solving (15) for M, and substituting in (14), that F is a minimum 
if M,=0. Thus we have the problem described before in the interval 
<a}. 

The function , is indeterminate, precisely as was the function 9,, 
so we determine the choice of g, by considering the other functions 
Pes Pz> Pg. The following functions 
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0 0 ZT 4 
2 O<2<! . 
Lat] =  ? > 1 re 3 
1 1 ; ~~ 
qi (x —2, 5<2#<j, Y, (2) = - 
1 2, ~<2<3: 
@ - % 
0, 4 [o< f, > 
1 
0 7 x Ba 
1 
r<-, 
z 3 s 
: 8y se POS. He 
o™ (x) = = - ae ale i gp" (x) ee 9 3 a 
Ps - 5 aa 5 \ =») 4 <2 ~ ww? 
Ss x <7 r. - 1 
— 2, <I 
3 8 
0, 7<2#< ® 





all have the same total fluctuation, 8, and all of these functions are 
orthogonal to each other and to 9,, 9g, Ys, Y,- There is no function 
which has a total fluctuation less than 8 which is normal as well as 
orthogonal to 7,, a; Pg, Yy- There is no set of four normal functions 
essentially distinct from these, of functions which are orthogonal to 
V1» Por Py, YP, and to each other and such that the total fluctuation of 
each of those functions is as small as 8. Then we set, as in the consi- 
deration of , and 9,: 


P,(e)=pi(z), p(x) = f(x), P(e) = ei" (x), 9(%) =o," 


5 


Z). 


The determination of the function ¢y, (x) is a problem precisely similar 
to that of »,(a), and is in fact typical of the determination of the func- 
tion w, (x), where n is of the form 2*-+-1. The kind of reasoning already 
used leads precisely to the first 2(m—1) functions of the set studied by 
Haar. 


(Eingegangen am 28, 10. 1922.) 





Les caractéristiques du premier ordre de léquation 
aux dérivées partielles du second ordre 
dz az ae 4A 


ax 
Von 


C. Russyan in Charkow (Ukraine). 


Etant donnée l’équation aux dérivées partielles du second ordre 


a*z dz @c az az 
(IT) 2 - 6 (x, y,z, , , - > 9 
oz” \ Cz cy Oxcy ey” 
ou dans les notations usuelles 
r=60(z,y,2, p,q, 8, t), 


nous appelons équations des caractéristiques du premier ordre les équa- 
tions en 2, y, z, p, g, dx, dy, x, dp, dq en vertu desquelles on ob- 
tient l’identité en éliminant une des quantités s, ¢ entre les équations 


dp =60dz+sdy, 
dq =sdzx-+tdy 


{ a) 
en y joignant encore |’équation 
dz= pdz +-qdy. 


Nous considérons les équations (1) pour lesquelles le nombre total des 
équations en z, y, z, p, g, dz, dy, dz, dp, dq est égal a trois. 
Si nous portons la valeur de s tirée de la deuxiéme équation (a) 


_ 449 dy 
o=7~ as 
dans la premiére, cette derniére 
dp _ af dq__,dy ,| , (dq dy\ dy 
(b) dz alas [7 9%, P» dG tas? | + \dz — ! as) az 





C. Russyan. Caractéristiques du premier ordre. 47 


ne doit pas contenir ¢ en vertu des équations des caractéristiques. Donc, 


00 dy 06 (dy\* 
_ 90 dy 4 90 _ (a9) 
ot 


és dx \dz 
ou P P 
,. y 

[i tas? 


en vertu des équations des caractéristiques. 
Si A(z, y,z, p,q, 8, t) est la racine de l’équation 


2 00 0e 
\ |e Oe oo a cs 
(¢) ‘3a eo 
de sorte que - : 
8 Se 
te ek 
identiquement, |’équation 
P d ‘ 
(d) - =A 
ou P P 
_dq_ _,dy 
&=35 ~~ *as 


est satisfaite par les équations des caractéristiques. I] s’ensuit que |’équation 
od _ dy #4 _ 
ot dzés 
ou Péquation 
aa aa : __ dq dy 
a 4grt @ e=E-'s 
doit étre satisfaite par les équations des caractéristiques. On peut dé- 
montrer que 
aa aa 


\¢) at 4% = 9 
identiquement en z, y, z, p, q, 8, t. 
En effet, si . 

Cc 

és 0 
identiquement, |’équation 

oA = 

et 


doit étre satisfaite par les équations des caractéristiques, et comme elle ne 
contient pas dz, dy,dz,dp,dq, elle doit étre une identité, de sorte que 
oA Cr! 
ot 08 
identiquement. 
. oa - ; , dq 
Si 5g 79> de sorte que |’équation (d) est résoluble par rapport a i» 
et si l'on élimine s de |’équation 
a4 


oa 
ét Aa, mG 
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& Daide de l’équation 


on obtient léquation 


dy\ _ 
p(z, ¥,2,7,q,1t, —_)* 0 


qui doit étre la conséquence des équations des caractéristiques et qui ne 
: dz dp dq 
contient pas > ae 


p, q, dx, dy, dz, dp, dq ne doit pas surpasser trois, cette derniére 


Comme le nombre des équations en z, y, z, 


, a ‘ ae d , 
équation doit étre une identité en x, y, z, p, q, t, Y En substituant 
. dz 


, d 
au lieu de 7 la valeur 


d 
dy . 
: y| 
dz 
nous obtenons l’identité 
a 
ot es 
en z, ¥, 2, p, g, 8, t, cq. fd. 
Il suit des identités 
. , 60 C7) a2 , oA 
a a. CA .~,4= = 
08 ot ot 08 


que tous les détérminants du second ordre du systéme d’éléments 


| 00 oe oh si  - 

8 TA i« 

| ds + — So? és” 1+ és | 

ee, , a4 aa La 2) 
ot ° ot’ ot’ ot ; 


sont nuls, ce qu’ il est aisé de voir en multipliant les éléments de la pre- 
miére ligne par 4 et en les retranchant des éléments de la seconde; ces 
éléments sont les dérivées partielles par rapport 4 s, ¢ de trois fonctions 
6+A48, 4, s+At. 


Comme 
|—, 14+— i 
es és an 24428+28) 
|e a, , é(s,t) 
|ot’ ot 


il y a entre les fonctions 4, s + At la relation 


p(t, y,2,p,9,4,8+ At) =0. 


Or, comme les éléments 


Sst 
cs os 
> gt+2 
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ne sont pas tous nuls, nous trouvons que 
6+is = F(z, y,z,p,q,4,8+At). 


Donc l’équation (I) qui admet des caractéristiques du premier ordre doit 
avoir la forme 


(II) r=—is+ F(z, y,2z,p,q,4,8+ At) 
avec, entre 4 et s + At, la relation 
p(z,¥,2,p,9,4,8+At)= 
Le théoréme inverse est aussi vrai. 


Tout d’abord, si l’équation (I) a la forme (II) 4 est la racine de 
Péquation (c). En effet, si 


poe — riot — (14 = #) 


ot l’on pose pour abréger u = 8 -+ At, nous trouvons que 


. 10a eA ee 
AtpmiteS— FS — B14 J. t)— — 2, 
08 08 
‘ ah ae roa , , 2 
lnm ile = Bo ~ 4 Se) 
i, a cs \ cs a 


ou en vertu de l’identité (e) 


ce 
Au=- “(As - -Pje—s 
ce qui démontre le théoréme. E’autre racine de |’équation (c) est mw. 


L’équation 


. dy =, 
(d) ie 4 
ou P P 

_ #4 y 
heey ~ jams as’ 


n’est qu'une autre forme de |’équation 
yp (x, y,2,p,q,4,8+A4t)=0 


4-4 _ dq dy, 


dz’ “= dz dz 


et comme la derniére, ayant la forme 


dy d 
P (2, 9s 2B. G. Ges ge) =O 


ne contient pas t, l’équation (d) ne le contient pas non plus. 
Si nous portons dans |’équation (b) la valeur 
dy 
dz mie 
Mathematische Annalen. 90. 4 
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elle devient 


dp n/ dy dq 
32 = F(z, 9,2, . 9 9e> 92) 


et ne contient pas ¢. 
Donc |’équation aux dérivées partielles du second ordre (II) est la seule, 
qui admet des caractéristiques du premier ordre, et leurs équations sont: 
ds pte 
2 PGs 
dy d 
o(zuer.adt, Ht) <0, 


ae P(t.¥. 2.0.0 Ge Gs) 


On peut démontrer que si l’équation différentielle (II) admet le second 
systéme de caractéristiques du premier ordre adjoint 4 la seconde racine yu, 
les fonctions m, F sont linéaires par rapport & A, s-+- At ou par rapport 


a ., . C’est une équation de Monge ou de Monge-Ampére. Nous 
supposons évidemment que i + u. 
Comme 
0@ P 0@ 
A+ p= —5> ae | 
et comme 
ce. ., £8 
éset = ot as 


on voit que 


Ou a, 70H 
at + 94 "Ge — 435 = 9 


ou en vertu de l’identité 


aa a 
a ”*s 
que 
ou oA aA ou\ 
at — pe +a(S - oH) = 0. 
Donc, 
ou ~~ Ou 
at — 5 (u—ay (3 — 3). 


Pour que l’équation différentielle (II) admette le second systéme de 
caractéristiques il faut et il suffit que 


Ou Ou 
a "ey =° 
ou comme 
A+ pm 
que 
ae aa 


os as" 
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I] suit que 
i se a*a 
dsdt = As at 
ou comme 
rr ar aL: 
ot “os? ot =" és 
_ 2 2 
7 oa 
M Gas = A oa8 
Or 
aa au 
és* ds*’ 
done comme 4 — un + 0 
oe 
ést 


La fonction A(x, y, z, p,q, 8, t) est donc linéaire en s, ou ne contient 
pas s et ¢. Dans le dernier cas on a 
A=f(z,y,2, p,q) 
et l’équation 
y (@,y¥,2,p,9,4,8+At) =0 
ne contient pas s-+- At et est linéaire par rapport 4 4. Si A contient s, 
elle a la forme 


A=as+ Ph o8 a+0. 


Or 
aa aa 
a A ae 
donc 
dass op 
7 all Me Y Sel i 


En intégrant on trouve 


io) 


et de 
ou A, B ne contiennent que z, y, z, p,q. ! 


tasty etdt=Al—B. 


Donc |’équation 


l en suit que 


p (2, y,2,p,9,4,8+4t) =0 
est linéaire par rapport & 4, s-+-At. Si 4 ne contient pas s, ¢ 


u=—F, o8 u=stit 

et . 

# ” 

~~ % 
et comme 

am _ eh _g 

ds OF 
on a “ 

F, =0 


4* 











. 
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Donec la fonction F des variables x, y, z, p, g, 8-+At est linéaire par 


rapport a s+-At. Si “+0, on a 


cs 
ei toa rou 
poe és F, as Fi és 
ou 
8 es A 
pe ey ~~ g  a 
et 
‘ 1 ” , ” 3 1 
= —(F; +2%,,4+ F,4)—;- 
cs A t (A - t)” 
Par suite |’équation 
ou ai 
6s =e a 
donne 
” ‘ 


F,'+2F,,.4+F, 4° =0. 
Mais u étant la fonction de 4 
u= AL—B 


la fonction F (2, y,z, p,g,4, u) est f(z, y,z, p,q,A) et 


” ” 


Fi+-2F7, .A+ FL =f.- 


On voit done que 


et f(z, y,2z,p,q,4) a la forme 
A‘i+ B’. 
On peut présenter cette expression dans la forme: 
(A’— AB,)i+ B’+ BB+ B,(s+it 
ou 
A,A + B,(s + At) + C,. 
La fonction F(z, y,z,p,q,4,8-+-At) est done linéaire par rapport 
aid, s+iAt. 
Par suite l’équation (II) a la forme 
r= —is+a(s+it)+ 
ou 


r= As+Bt+C 
oi A, B, C ne contiennent pas s, t si = 0, et la forme 
ce 


r=—48+A,A+ B,(8+A4t)+C, 


ou 


s+iAt=AI—B 
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et A, B, A,, B,, C, ne contiennent pas s, t, si = +0. La premiére 
équation linéaire en s, ¢ est celle de Monge, la seconde est celle de Monge- 
Ampére. En effet, elle a la forme 

3° Bs A's BA’ 4 ? 


eS Tt get at Be 





ou 
Ar + (A’— B)s — B’t+(rt—s*)+ B'A+BA’'=0 

et comme A, B, B’, A’ sont des fonctions arbitraires de x, ¥, 2, DP, @> 
cette équation est léquation générale de Monge-Ampére. La proposition 
inverse est aussi vraie. Etant donnée |’équation de Monge 

e+ 2Ks + Lt _ M 0 
de sorte que 

r= —2Ks—Li-—-M 
les racines 4, uw sont: 

Jam K+VK°—L, w= K—VK*_—L. 


L’équation donnée peut avoir la forme 


r= —ids+(—K+VK*°—L)(s+4t)—M. 
Elle a donc la forme (II), et ses caractéristiques du premier ordre sont: 
dz dy 
— =I. 
dz PI Vaz? 
d . i 
Y—Ki1VK*-L, 
dz 
o? —(—K+VK*—1L)2—M 
dx , */ dx a, 
Elle peut encore avoir la forme 
r=—pws—(K+VK*—L)(s+yut)—M 


et le second systéme de caractéristiques est: 
dz — 
dz Paz: 


oY _ K—VK*—L, 
z 


o? ——(K+4VK*—1)S¢— M. 
z . dz 
Soit donnée l’équation de Monge-Ampére: 
Ar+2Ks+Li+ M+ (rt— g*) = 0 
de sorte que 
-—. -¢ M, 38 
+ 


7° Wit" H+t’ 

















54 C. Russyan. Caractéristiques du premier ordre. 


Les racines 4, u sont: 
K-~s+VK*—HL+M K-~s-VK*-HL+M 
H+t , F H+t ; 
L’équation donnée peut avoir la forme 
r=—ids+i(K—VK*—HL+M)-L 
et 
s+it=—Hi+K+VK*°—HL+M. 


Comme c’est la forme (II) ses caractéristiques du premier ordre sont: 


dz , dy 

dz =v Vaz 4 

rt Hf! + K1VK*—HAL+M, 
dz dz 


dp ay xr ;3 3 
PY K—VK*—HL+M)- L. 


Elle peut encore étre présentée dans la forme: 


r ust+u(K+VK°—HL+4M)-L 
et 
s-+ut —Hu+K—V K*— HL+ M. 
Donec elle a aussi les caractéristiques 
dz dy 
da P q dz’ 
Pe H¢Y 4. K—VK*— HL+ M, 
az dz 
oP oY (K4.VK*— HL+ M)—L. 
dz dz 


Comme les fonctions 
K+VK°—HL+M 
qui figurent dans les équations des caractéristiques sont racines de |’équation 
s*-2Ki+HL—M=0 
on dit ordinairement que les caractéristiques du premier ordre de |’équa- 
tion de Monge-Ampére 


dz dy 

dz Px Vaz’ 

Tn 4 £2 VE" B+ 8. 
dz dz 

dp Ge += =. >s , ’ 

des ig (KFVK —HL+M)-L 


correspondent 4 ces racines. 


Eingegangen am 15.9. 1922.) 


Kin neuer Beweis fiir die Hauptsiitze der allgemeinen 
Idealtheorie. 


Von 
Wolfgang Krull in Freiburg i. Br. 


Wohl als der wesentlichste Satz der von E. Noether in der Arbeit 
,, [dealtheorie in Ringbereichen“') entwickelten allgemeinen Idealtheorie 
kann das folgende Theorem angesehen werden: ,,Jedes Ideal laBt sich als 
kleinstes gemeinschaftliches Vielfaches von endlich vielen zu verschiedenen 
Primidealen gehorigen Primdridealen darstellen. Bei zwei verschiedenen 
derartigen Zerlegungen stimmt die Anzahl der Komponenten tiberein, und 
bei geeigneter Numerierung gehéren entsprechende Primdrideale zum selben 
Primideal.“ In der vorliegenden Note soll gezeigt werden, wie man diesen 
Fundamentalsatz, sowie die aus ihm folgenden Eindeutigkeitssaitze auf ver- 
haltnismaBig sehr elementare Weise durch Einfiihrung und weitgehende 
Beniitzung des Idealquotientenbegriffs ableiten kann. Ferner sollen, eben- 
falls mit Hilfe des Idealquotienten, einige fundamentale Begriffe der Ideal- 
theorie in neuartiger Weise definiert werden. Dabei ist es nicht nétig, 
wie in der Noetherschen Arbeit, auf die Zerlegung eines Ideals in irredu- 
zible Komponenten zuriickzugehen, und es miissen daher auch keine modul- 
theoretischen Uberlegungen herangezogen werden. Dafiir tritt der Begriff 
,»telativ prim“, den E. Noether erst an ziemlich spater Stelle einfiihrt, 
von vornherein stark in den Vordergrund. 

Die Hauptpunkte des folgenden Beweisganges sind so formuliert, da8 
sie auch ohne Kenntnis der Noetherschen Arbeit verstindlich sind. Hin- 
gegen wird im einzelnen verschiedentlich auf Noethersche Resultate Bezug 
genommen. Dadurch wird es méglich, unter bloBer Skizzierung des Neben- 
sichlichen das Wesentliche um so scharfer hervorzuheben. 


1) Math. Annalen 83 (1921), S. 23—66. Diese Arbeit wird im folgenden kurz 
mit ,N.“ zitiert. — Der zugrunde gelegte Bereich geniigt der Endlichkeitsbedingung, 
daB jedes Ideal eine Idealbasis besitzt, oder was damit identisch ist, daB der Satz 


von der endlichen Kette gilt (N. § 1, Satz I). 
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§ 1. 
Zerlegung eines Ideals in gréfte Primirideale. 


Will man den in der Einleitung formulierten Fundamentalsatz auf 
méglichst kurzem Wege beweisen, so wird man von vornherein den Begriff 
des Primdrideals und seines zugehdérigen Primideals*) einfihren. Diese 
Einfiihrung kann genau in derselben Art erfolgen wie in § 4 der Noether- 
schen Arbeit. Ebenfalls mit Hilfsmitteln der Noetherschen Abhandlung 
beweist man alsdann: 


Satz 1. Jedes Ideal a lat sich als kleinstes gemeinschaftliches Viel- 
faches von endlich vielen zu verschiedenen Primidealen gehdorigen Primdar- 
idealen darstellen. 

Der Beweis von Satz 1 vollzieht sich in drei Schritten: 

a) Jedes nicht primdre Ideal ist reduzibel, d.h. als kleinstes gemein- 
schaftliches Vielfaches von echten Teilern darstellbar. (Vgl. N. § 4, Satz VI). 

b) Jedes Ideal laBt sich als kleinstes gemeinschaftliches Vielfaches 
von endlich vielen Primdridealen darstellen. 

Der Beweis von b) wird auf Grund von a) genau so gefiihrt, wie der 
Beweis von Satz IL (§ 2 S. 33) der Noetherschen Arbeit, wo gezeigt wird, 
daB sich jedes Ideal als kleinstes gemeinschaftliches Vielfaches von irredu- 
ziblen Idealen darstellen ]4Bt. Man braucht nur die Worte ,,reduzibel“ 
und ,,irreduzibel“ durch ,nichtprimar“ und ,,primar“ zu ersetzen. Der 
in der Noetherschen Arbeit verwandte Hilfssatz I lat sich, wie leicht zu 
sehen, fiir unsere Zwecke (und ebenso fiir N. Satz Il) etwas vereinfachen. 
Es geniigt nimlich der Nachweis, da8 man in einer Darstellung a, = [5,, a, | 
stets a, so wahlen kann, daB die Darstellung hinsichtlich a, reduziert ist 
(d.h., daB man a, durch keinen echten Teiler ersetzen kann), und da 
ferner a, = ([b6,, 6,,.-.,6,,a,] eine hinsichtlich a, reduzierte Darstellung 
von a, ist, falls allgemein a;=[b,;,,,a;,,] eine hinsichtlich a;,, redu- 
zierte Darstellung von a, bedeutet (i = 0,1,..., 1 —1). 

Die Primiarideale, die bei einer Darstellung des Ideals a im Sinne 
von b) auftreten, brauchen nicht notwendig alle zu verschiedenen Prim- 
idealen zu gehéren. Wir zeigen daher weiter: 








*) Ein Ideal wird Primideal genannt, wenn ein Produkt von Idealen nur dann 
durch das Ideal teilbar ist, wenn dasselbe von mindestens einem Faktor gilt; es heiBt 
Primirideal, wenn aus der Teilbarkeit eines Produktes von Idealen durch das Ideal die 
Teilbarkeit eines Faktors oder einer endlichen Potenz jedes Faktors folgt (N. Def. IIIa). 
Zu jedem Primirideal q gehért ein eindeutig bestimmtes Primideal p, das aus der 
Gesamtheit aller der Elemente besteht, von denen eine endliche Potenz durch q teilbar 
ist. — Als den Exponenten von q bezeichnet man die kleinste natiirliche Zahl 9, fiir 
die p® durch q teilbar wird (N. Satz V). 
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c) Sind q,, 4, +--+, 4, Primdrideale, so ist [q,,q.,---,9,] dann und 
nur dann primar, wenn alle q; zum selben Primideal p gehdéren, und 
zwar gehdrt in diesem Falle auch [q,,q4,---,4,] 2u p. 

Der Beweis dieses Satzes ist im wesentlichen mit dem Beweis von 
Satz VIII (N. §5, 8.42) identisch. (Nur der letzte Teil jenes Beweises, 
bei dem von reduzierter Darstellung die Rede ist, hat hier wegzubleiben. ) 

Aus a), b), c) ergibt sich die Richtigkeit von Satz 1. Aus c) folgt 
noch, da8 eine Darstellung von a im Sinne von Satz 1 als eine ,,Dar- 
stellung von a durch gréBte Primirideale“ bezeichnet werden kann, d. h. 
als eine solche, bei der das kleinste gemeinschaftliche Vielfache irgend- 
welcher verschiedener Komponenten nicht mehr primar ist. 


§ 2. 
Satze iiber den Idealquotienten. 


Sind a und b zwei beliebige Ideale, so soll unter dem Quotienten a:b 
die Gesamtheit aller derjenigen Ringelemente c verstanden werden, fiir 
die c-b=O(a) ist. a:b ist ein Ideal, und zwar ein (echter oder un- 
echter) Teiler von a. Es ist mit dem aus allen Ringelementen bestehen- 
den Einheittsideal 0 identisch, wenn 6b ein Vielfaches von a ist. (a:b)-b 
ist ein (t. a. echtes) Vielfaches von a. Ist a:b=a, so heiBt b zu a 
relativ prim. 


Satz 2. . Fiir das Rechnen mit Idealquotienten gelten folgende, aus 
der Quotientendefinition leicht ableitbare Regeln: 

a) Ist 6, =0(b,), so ist a:b, = 0(a:5,). 

b) Es tst (a:b,):b, = a:(b,-b,) = (a:b,):5,. 

C) [@,, Qe, -.., @,]:6 = ([a,:b, a:b, ..., a,:6). 

d) b,-b, und [b,,6,] sind dann und nur dann zu a relativ prim, 
wenn das gleiche sowohl von b, als auch 6b, gilt*). 

e) Ist b, zu a relativ prim, so ist a:[b,,6,] —a:b,. 

a) und b) sind selbstverstindlich. Der Beweis der fiir das Folgende 
sehr wichtigen Formel c) ergibt sich so: Ist c= 0({a,,..., a,]:6), 80 ist 
c-b=0([a,,...,@,]), also c-b=O(a,) (¢=1,2,...,1), es ist also 
[a,,.--, @,]:b=0([a,:b,...,a,:6]). Ist umgekehrt c-6 = 0(a;) (¢=1, 
2,...,1), so ist c-b=O0([(a,,...,a,]), und daraus folgt [a,:b,..., a,:6]) 
=0({a,;...,a,]:6). Um d) zu beweisen, nehmen wir zunichst an, es 
sei a:b,—a:6,=—a. Dann ist nach b): a:(b,-b,)—a und wegen 
b, -b, = 0({6,, b,]) mach a) auch a:[6,,b,]—a. Ist andererseits etwa 
a:b, = a,, wobei a, ein echter Teiler von a ist, so stellen nach a) auch 


®) Vgl. N. § 6, Satz X 2, S. 45. 
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a:(b,-6,) und a:[b,, b,] echte Teiler von a dar. Die Richtigkeit von e) 
schlieBlich sieht man folgendermaBen ein: Nach a) ist a:b, ein Vielfaches 
von a:[b,,b,]. Andererseits ist, ebenfalls nach a), a:(b,-6,) ein Teiler 
von a:[b,, 6,]. In unserem Falle ist a:(b,-6,) = a:6,. Es ist daher gleich- 
zeitig a:b, = 0(a:(b,,b,]), a:[6,,6,] =0(a:b,), also a:[b,,b6,]) —a:b,. 

Satz 3. Ist q ein zum Primideal p gehdriges Primdrideal mit dem 
Exponenten 0, und bedeutet a ein beliebiges, nicht durch q teilbares Ideal, 
so ist q:a primdr und gehdrt zu p. q:a ist dann und nur dann von 
q verschieden, d.h. a ist dann und nur dann nicht zu q relativ prim, 


wenn a durch p teilbar ist. In diesem letzteren Falle besitzt q:a héchstens 
den Exponenten 0 — 1. *) 


Zum Beweise von Satz 3 beachte man, da8 aus der Definition des 
Primarideals und des zugehérigen Primideals sich unmittelbar folgende 
Tatsache ergibt: Ist a=:0(p), so ist q:a=q.*) Ferner ergibt sich, 
da8 fiir beliebiges a == 0(q) stets q:a = 0(p) sein muB. Ist weiterhin 
b-c-a =0(q), so ist entweder eines der Ideale 6 und c, etwa c, nicht 
durch p teilbar. Dann ist sicher 6 = 0(q:a). Oder es ist sowohl ¢ als 
auch 6 durch p, also sowohl eine endliche Potenz von c, als auch eine 
solche von 6 durch q und mithin durch q:a teilbar. q:a besitzt daher 
die charakteristischen Eigenschaften eines primiren Ideals. Da ferner 
p* = 0(q), also auch p*=(q:a), und, wie oben bemerkt, q:a = 0(p) 
ist, so muB q zu p gehoren. Ist schlieBlich a —. 0(p), so ist p° *-a = 0(p°), 
also p*'-a=0(q), also p°~*=0(q:a). Der Exponent von q:a ist 
daher in diesem Falle héchstens gleich 9 —1. Die Behauptungen von 
Satz 3 sind nunmehr vollstindig bewiesen. 

Aus Satz 3 oder auch direkt aus der Definition des Primirideals 
ergibt sich die wichtige Folgerung, daS das zum Primideal p, gehdrige 
Primarideal q, zu dem zum Primideal p, gehérigen Primiarideal q, relativ 
prim ist, falls p, =: 0(p,) ist. Denn aus cq, = 0(q,) folgt, da nach der 
Voraussetzung keine Potenz von q, durch q, teilbar wird, stets ¢ = 0(q,). 


Der Fundamentalsatz und seine Folgerungen. 


Die in § 2 abgeleiteten Satze erméglichen uns in Verbindung mit den 
Ergebnissen von § 1 den grundlegenden Eindeutigkeitsbeweis : 


*) Satz 3 findet in der vorliegenden Note weiter keine Verwendung mehr, er 
diirfte aber an und fiir sich von Interesse sein. Die Bemerkung, daB die Benutzung 
von Satz 3 bei verschiedenen Beweisen der vorliegenden Note (Fundamentalsatz, Satz 4) 
iiberfliissig ist, verdanke ich E. Noether. Die Verwendung von Satz 3 beim Beweise 
des Fundamentalsatzes macht diesen Beweis allerdings iibersichtlicher (vgl. Anm. *)). 

5) Vgl. die Definition des Primirideals in Anm. *)! 
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Fundamentalsatz. Sind a= [q,, Gor +++2 4) = (qi, q) ++ Qy,] zwes 
kiirzeste®*) Darstellungen von a durch grépte Primdrideale, und bedeutet 
p,(p;) das zu q,(q;) gehdrige Primideal, so ist l’=1, und bei geeigneter 
Numerierung sind p, und pi (i= 1, 2,...,1) identisch’). 

Aus der beim Beweise von Satz 1 gemachten Bemerkung c) ergibt 
sich, angesichts der Tatsache, daB es sich um gréfte Primirideale handelt, 
die Richtigkeit des Fundamentalsatzes fiir 11. Es ist also nur noch 
seine Giiltigkeit fiir > 1 zu zeigen unter der Voraussetzung, daB sie fiir 
1 —1 bewiesen ist. Zunichst nehmen wir an, fiir ] <1’ lasse sich p, so 
wahlen, daS unter den Primidealen p, und p/ kein echter Teiler von p, 
auftritt. Weiter darf dann unbedenklich vorausgesetzt werden, daB keines 
der Primideale p/,p’,...,pj_, mit p, identisch ist. Wir bilden dann: 


a:q, (q,:4,, cau 9-42 %] = [qi:4,, aes q;. 2 9,| = [q,; sees q,_,] 
= (Qi, ++ Meigs Op 2a)-*) 


Da der Fundamentalsatz nach Vor. fiir 71 gelten soll, da ferner 
[q,,9,,--+»4,_,] Offenbar eine kiirzeste Darstellung von a:q,, und da 
schlieBlich 1’ >1, also l'>1%—1 ist, so muB eines der Ideale q', q,> ties 
q;-_,> 9:9, im kleinsten gemeinschaftlichen Vielfachen der iibrigen auf- 
gehen. Weil aber [q‘,...,q/,] eine kiirzeste Darstellung von a ist, so 
folgt aus dem eben Festgestellten, daB q/,:q, ein echter Teiler von q,,, 
und da8 a:q,=([q},-..,q)_,] seim muB*). Unter unseren Vor. ist 
daher p,-=0(p;,), und da p/, kein echter Teiler von p, sein kann, so 
muB p;,= p, sein, und es ist (q/,..., q;,_,] ebenso wie [q,>-++»@,_,] eine 
kiirzeste Darstellung von a:q,. Daraus folgt /’—1—1—1, also l’=1, 
und weiter ergibt sich, daB bei geeigneter Numerierung p,= p; (¢ = 1, 2, 
...,4—1) sein muB. Da die Gleichheit von p, und p; bereits bewiesen 
war, so sind wir damit am Ziel. 

Es ist nur noch zu zeigen, daB p, so gewahlt werden kann, da8 unter 
den Idealen p', p),..., pj, kein echter Teiler von p, auftritt. Sollte eine 
solche Wahl nicht méglich sein, so miiBte sich p;, so bestimmen lassen, 


*) D. h. kann keine der Komponenten a; bzw. aj einfach weggelassen werden. 
*) Vgl. N. Satz IX, S. 44. 


*) Man beachte die Bemerkung am Schlusse von § 2! 

*) Diese Tatsache folgt unmittelbar aus Satz 3; sie kann aber auch ohne Be- 
niitzung dieses Satzes durch Auflésung von q/,:q, in gréBte Primiirideale (was ja 
nach Satz 1 stets méglich ist) erkannt werden, wobei zu beachten ist, daB die auf- 


tretenden Primideale von p{, ..., Pia verschieden ausfallen miissen. 
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daB keines der Ideale yi siete VivsoorD, ein (echter oder unechter) 
Teiler von p;, wire. Dann aber hatte man: 


, et — Pe , a a , | 
1: Qpe =O, 2 Qges os MEQ) = [OAs ee oe Me, Ap] = (0), +2 Qe, 
q,> Vj=a, 
es ware mithin a ee q;.] gegen Vor. keine kiirzeste Darstellung von a. 


Die Wahl von p, ist daher stets in der angegebenen Weise méglich, der 
Fundamentalsatz ist also richtig. Die eindeutig bestimmten Primideale 
D,, Pe, ---, P, sollen als ,,die zu a gehdrigen Primideale“ bezeichnet werden. 

Satz 4. a ist zu dem von o verschiedenen Ideal 6 dann und nur 
dann relativ prim, wenn keines der zu a gehdrigen Primideale durch 
eines der zu b Te teilbar ist*®). 


Es seien p,, p,,..., P, die zu a, p ,p. p;. die zu 6 gehdrigen Prim- 
ideale. Es cidahemen dann zwei kirneste Dentelienasn a= ([q,, Ge, ---» | 
b Ct eee oe 
durch ein Pp. teilbar, so ist nach einer am Schlusse von § 2 gemachten 


, 


wobei q,(q;) zu p,(p;) gehort. Ist nun kein yp, 


Remerkung jedes q, zu jedem q, relativ prim, und daraus folgt mit Hilfe 
der Formeln b) und c) von Satz 2, daB auch a zu 6 relativ prim sein 
mu8. Ist umgekehrt etwa p, durch p/ teilbar, so ist p,, also a fortiori 
a zu 6 nicht relativ prim. Bedeutet namlich o den Exponenten des 
Primarideals q.> so ist al also auch pe durch q, teilbar. Man hat da- 
her: b: pr mr q,:P, > ee gq): Pc), und wegen q; 0(q;: pr) folgt 
daraus [q,,.--,q,,]=O0(b:p*). [q),.--,@,-] ist aber sicher ein echter 
Teiler von b, ea [q; ee q;. | nach Vor. eine kiirzeste Darstellung von 
b bedeutet. Daher muB b: pr und wegen der Gleichung 6: p, = (b: p,): pf ; 
auch b:p, ein echter Teiler von 6 sein. 

Im folgenden wollen wir unter einem ,,Komponentenideal von a“ 
das kleinste gemeinschaftliche Vielfache von irgendwelchen k Primaridealen 
verstehen, die bei irgendeiner Darstellung von a im Sinne des Fundamental- 
satzes auftreten. Ein Komponentenideal wird i. a. durch seine zugehérigen 
Primideale nicht eindeutig bestimmt sein. Es gilt aber: 


Satz 5. Hin Komponentenideal a, von a ist durch seine zugehdrigen 
Primideale eindeutig bestimmt, wenn es folgender Bedingung geniigt: 
Ist p, ein beliebiges zu a,, p ein zu a gehdriges Primideal, und ist p = 0(),), 


*) Vgl. N. Satz XI, S.46f. Der wesentliche Unterschied von der Noetherschen 
Beweisfiihrung liegt darin, daB im Text keinerilei Vor. iiber Reduziertheit der 
Darstellung gemacht wird; es gelingt dies durch Hereinziehung des Idealquotienten. 


Unter o ist nach § 2, wie iiblich, das aus allen Ringelementen bestehende Ideal 
zu verstehen. 
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so gehért auch yp zu a,. a, soll in diesem Falle als ,,isoliertes Kompo- 
nentenideal von a‘ bezeichnet werden"*). 

Es seien nimlich a =[a,, a,] =[a{, aj] zwei kiirzeste Darstellungen 
von a im Sinne des Fundamentalsatzes und insbesondere sei aj das dem 
isolierten Komponentenideal a, bei der zweiten Darstellung entsprechende 
Ideal, man habe also etwa: a= [q,,9,5 vee Gy, 1; a,= (9),41° er q,1; 
= (91,955 - +99 A )5 O= (4) .55 4, 499-2 9;)], wobei die Primarideale 
q, und q/ jeweils zum selben Primideale p, gehoren, und die Ideale p,, p,,..., 9, 
simtlich verschieden sind. Dann ist a, nach Satz 4 sowohl zu a, als auch 
zu a; relativ prim, und es gilt mithin: 


a:a, =[aj:a,,a,:a,) =[a;,a,:a,] =a,:a,—a,, 
a; ist also ein Teiler von a,. Ganz genau so findet man durch Bildung 
von a:aj, daB a, ein Teiler von aj sein muB, d. h. es ist, entsprechend 
der Behauptung unsres Satzes, a, = aj. 

Zu jedem zu a gehdérigen Primideal p gibt es ein ausgezeichnetes Kom- 
ponentenideal a‘?), das den gréBten gemeinschaftlichen Teiler aller derjenigen 
isolierten Komponentenideale darstellt, zu denen das Primideal p gehdrt. 
a‘? soll als das durch yp bestimmte isolierte Komponentenideal* be- 
zeichnet werden. Offenbar gehdéren zu a‘) alle und nur diejenigen Prim- 
ideale, die zu a gehéren und durch das Primideal y» teilbar sind. 

Satz6. Sinda=[q,,q,,-.-,q,)unda=[q',q,),.--, q,] zwei kiirzeste 
Darstellungen von a durch grépte Primdrideale, und gehéren q; und q; 
jeweils zum selben Primideal p,, 8o ist 

Q=([q,,---+5 Qo qi: Qeag2 oes q,] = [q;, Sid q_» q;5 2.9 aoe q; ]-**) 

Der Einfachheit halber fiihren wir den Beweis fiir q, und q;. Es sei 
LG. Gar +++ q, | = [q;, Goes q, ], das durch ?, bestimmte isolierte Kom- 
ponentenideal von a. Dann werden, wie leicht zu sehen, auch [q,, ..., q, | 
und [q,---, 4, ] isolierte Komponentenideale von a und folglich identisch. 
Daraus folgt aber: 


[9,5 Qs -++5 G ] = (0), 4, +++» %,) = [/, 45, -++5 0, )=[0,, 455--+ q;,]. 


also auch [qy, Gas +++s @] (q,, Geo -ess q; | = a. 
Mit Hilfe von Satz 4 und Satz 5 gelangt man leicht zur Zerlegung 
eines Ideals in kleinste’*) gegenseitig relativ prime Ideale. Die Existenz 


") Ygl. N. § 7. Def. Via und Satz XIII, 8. 49f. 

) Vgl. N. $4, S.41. Man beachte, da8 Satz 6 hier an ganz anderer Stelle 
auftritt als in der Noetherschen Arbeit! 

3) D. h. solche gegenseitig relativ prime Ideale, die sich nicht ihrerseits wieder 
als kleinstes gemeinschaftliches Vielfaches von gegenseitig relativ primen echten Teilern 
darstellen lassen. 
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der Zerlegung beweist man genau wie bei N. § 6, S. 47 f. durch Einteilung 
der zu a gehérigen Primideale in Klassen, die die Eigenschaft besitzen, 
daB kein Primideal der einen Klasse durch eines einer anderen teilbar 
ist, und daB auBerdem keine Klasse sich in zwei echte Unterklassen der 
gleichen Art spalten lat. DaB die dieser Einteilung entsprechenden Kom- 
ponentenideale gegenseitig relativ prim und isoliert und daher eindeutig 
bestimmt sind, erhellt sofort aus Satz 4 und 5 und aus der Eindeutigkeit 
der oben gekennzeichneten Klasseneinteilung. Ebenso ist klar, daB die er- 
haltene Darstellung von a eine solche durch ,,kleinste“ gegenseitig relativ 
prime Komponenten ist. 


Es sei nun a = [@,, a, ..-, a,,], wobei die a; gegenseitig relativ prim 
sind, und kein a, sich als kleinstes gemeinschaftliches Vielfaches von 
gegenseitig relativ primen echten Teilern darstellen la8t. Dann miissen 
die a; mit den oben eingefiihrten isolierten Komponentenidealen iiberein- 
stimmen. Zunichst ist nimlich die Darstellung a = [a,, a,,..., a,,] hin- 
sichtlich jedes a; reduziert, es laBt sich kein a; durch einen echten Teiler 
ersetzen. Hat man namlich: a= [a{, a,,..., |, wobei a; einen Teiler 
von a, bedeutet und mithin zu [a,,...,a,] relativ prim ist, so folgt aus 
Satz 2c) die Gleichung: 


Bs [gs «009 Me) = My 2 [Mgs «oy Me] ™ G2 [ey --- @,)] = @, = @,- 


Es sei nun a,= [q, , q, ,---» 4] eine kiirzeste Darstellung von a, durch 
gréBte Primirideale, p,, sei das zu q,, gehdrige Primideal. Dann kann 
man aus der Reduziertheit der Darstellung [a,, Qe, ees a,,] unmittelbar 
schlieBen, daB p,,(¢=1,2,...,m;k=1,2,...,)) die Gesamtheit der zu a 
gehérigen Primideale darstellt. Aus Satz 4 und den iiber die a; ge- 
machten Vor. ergibt sich weiter, daB die Ideale p,, (# fest; & = 1,2,..., 4,) 
gerade die Primideale einer der oben eingefiihrten Klassen sind. Die a, sind 
daher mit den oben eingefiihrten gegenseitig relativ primen isolierten Kom- 
ponentenidealen identisch, und wir kénnen somit zusammenfassend sagen: 

Satz 7. Jedes Ideal laft sich in eindeutiger Weise als kleinstes ge- 
meinschaftliches Vielfaches von kleinsten gegenseitig relativ primen Idealen 
darstellen**). 

Hiermit waren die wesentlichen Satze der allgemeinen Idealtheorie, 
bei denen das Zuriickgehen auf die Primarideale erforderlich ist, bewiesen. 
Im folgenden Paragraphen sollen uoch einige Bemerkungen iiber die iso- 
lierten Komponentenideale gemacht werden. 





*) Vgl. N. § 6 Satz XII, S. 49. 
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§ 4. 
Bemerkungen iiber die isolierten Komponentenideale. 


Satz 8. Sind a und b zwei beliebige Ideale, so ist a:b dann und 
nur dann gleich a:6*, wenn a:6 =a, tsoliertes Komponentenideal von a 
oder (z. B. im Falle der Teilbarkeit von 6 durch a) mit o identisch ist. 
Ist a, ein beliebiges isoliertes Komponentenideal von a, ohne mit a identisch 
zu sein, so existiert stets ein Ideal b, das der Gleichung a:b = a, geniigt. 


Es sei a=([q,,4,,---»9,] eine kiirzeste Darstellung von a durch 
gréBte Primarideale. Sind alsdann q,,q,,...,q, diejenigen Primirideale 
unter den q;, zu denen 6 relativ prim ist (0 <1, <1), so stellt, wie aus 
der Definition der isolierten Komponentenideale folgt, [q,, q,, ---; 4, | =, 
ein isoliertes Komponentenideal von a oder (im Falle J, = 0) das Einheits- 
ideal dar, und es gibt einen endlichen Exponenten g, so dab a:b* =a, 
wird. (Zu der letzten Tatsache vgl. den Satz 4.) Ist o der niederste Ex- 
ponent dieser Art, so ist a:b°=a:b°**=a:b°**=..., wahrend die Quo- 
tien a:b, a:b*,..., a:6°~’, a:6® alle verschieden ausfallen. Es wird also 
a:b®°=a:(b*)* gleich einem isolierten Komponentenideal von a oder 
gleich 0, und aus a:b =a:b* folgt o= 1, also a:b =a, oder o. 

Ist andrerseits a:b =a, ein isoliertes Komponentenideal von a, so 
muB8 a:b=a:b*=a:b*=... sein. Es sei naimlich a=([a,, a,]= 
[C4,> Mgr -==99, 1519, 449% 49s -++9Q,]] eine kiirzeste Darstellung von a im 
Sinne des Fundamentalsatzes. Dann ist a,:a, =a, und nach Vor. haben 
wir a:b=a,. Nun ist aber a,:(a,:b) ein Vielfaches von a,:a, und 
wegen der Gleichung a,:a, =a, folgt daraus a,:(a,:6)=a,, d.h. a:b 
ist zu a, relativ prim. Aus dieser Tatsache ergibt sich aber angesichts 
der Gleichung [a,:6,a,:6]—a, und der daraus folgenden Kongruenz 
(a,:b)-(a,:b) =0(a,), daB a,:b6 = 0(a,), also a,:6 =a, sein mu8. Wir 
haben daher a:b = a, = a,:b, also a: b* = a,:b* = a,; a:b* = a,:b* =a, 
usw. 

Es existiert schlieBlich zu einem beliebigen isolierten Komponenten- 
ideal a, + a**) von a stets ein Ideal 6, so daB a:b=a, wird. Es sei 
namlich @ = [q,, q,--+s4,)5 @ = [ys %qs-- +> 94,) (4, <2), wobei allgemein 


%5) DaB die Vor. a, + a ndtig ist, wenigstens fiir Ringe ohne Einheitselement, 
zeigt das folgende Beispiel: Der betrachtete Ring bestehe aus der Variabeln z und 
ihren rationalen Vielfachen (natiirlich einschlieBlich der 0). Die Multiplikation sei durch 
z* = charakterisiert, so daB also das Produkt zweier Ringelemente stets verschwindet. 
In diesem Falle ist das Nullideal primar, und zwar stellt es das Quadrat des Ein- 
heitsideales 0 =(z) dar. Man hat daher: (0):0=0+ (0), es existiert in unserm 
Ringe kein Ideal a, das der Gleichung (0): a = (0) Geniige leistete. Fiir Ringe mit 
Einheitselement ist die Vor. a, + a selbstverstindlich iiberflissig. 
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das Primideal p;, zum Primirideal gq; gehdren médge. Dann _ ist 
ae aes 2 ein Ideal, das zu den Primiridealen 419%, 420s c % 
nicht relativ prim ist, wohl aber zu den Primaridealen g,,q,,...,q,. Nach 
einer oben gemachten Bemerkung gibt es dann stets einen endlichen Ex- 
ponenten o, so da fiir b=(p, ,,-p, .o°---"P,)° die Gleichung a:b = a, 
besteht. 

Aus den hier abgeleiteten Eigenschaften der isolierten Komponenten- 
ideale ergibt sich nun sofort der Beweis von Satz 8. 


Satz 9. Ist a ein beliebiges Ideal, » ein Primideal, und ist 
a:p® =a:p*** = = a,+a**) (ist also a, nach Satz 8 das Hinheitsideal, oder 
ein isoliertes Komponentenideal von a), so gehért p dann und nur dann zu 
a, wenn es keinen echten Teiler pp’ von yp gibt, der einer Gleichung 
a:p’® =a, geniigt. 

Es sei namlich a=[q,, q,,-.-,9,], @, =[0,, 4,---.4, (O54, < J), 
und es gehére dabei das Primirideal gq, zum Primideal p,;. Dann ist er- 
sichtlich [p, .,,P,,9+---»P,] der gréBte gemeinschaftliche Teiler aller 


derjenigen Ideale p’, die einer Gleichung a:p’® =a, geniigen. Soll nun 
[P, 1 Py 49-9 P,] =p ein Primideal sein, so ist das nur dann méglich, 
wenn p mit einem der Ideale Pra Pr ,p, identisch ist, da sich ja 


p nicht als kleinstes gemeinschaftliches Vielfaches von echten Teilern dar- 
stellen lassen kann. 

Ist umgekehrt p =p, ein zu a gehdriges Primideal, und hat man 
oon ([a,, er 3 [q, 219% 499°" +» Q,]] = [a,, a,}, wobei a, alle diejenigen 
Primarideale umfaSt, deren zugehérige Primideale Teiler von p, sind, so 
hat man a: py : a: _ =a,, und es ist [p,, 41 Pager’ -»P,] = p, der 
gréBte gemeinschaftliche Teiler aller derjenigen Ideale p’, fiir die 
a:p’? =a:p’® **—a, ist. Hieraus folgt zusammen mit dem friher Be- 
wiesenen die Richtigkeit von Satz 9. 

Die Bedeutung der Saétze 8 und 9 liegt darin, da8 sie eine Definition 
der isolierten Komponentenideale, sowie der zu einem Ideal gehérigen 
Primideale erméglichen, die von der Darstellung von a durch Primar- 
ideale unabhangig ist. (Allerdings wurde beim Beweis von Satz 8 und 
Satz 9 von jener Darstellung Gebrauch gemacht.) 


_ Freiburg i. B., 8. 1. 1928. 


**) Die Vor. a, + a ist nétig, weil sonst jedem Ideal das Einheitsideal als zu- 
gehdériges Primideal zugeordnet werden miiBte. Ferner bedeutet die Annahme a, + a 
keine Beschrankung, weil nach Satz 4 fiir jedes zu a gehdrige Primideal p stets die 
Ungleichung a: p + a erfiillt ist. 


( Eingegangen am 29. 1. 1923.) 








Uber die Bettischen Zahlen einer 
Produktmannigfaltigkeit. 


Von 


Hermann Kiinneth in Berlin. 


1. In ,,Beitragen zur Analysis situs‘, veréffentlicht in den Sitzungs- 
berichten der Berliner Mathematischen Gesellschaft’), spricht Steinitz von 
der Multiplikation zweier Mannigfaltigkeiten. Unter dem Produkt einer 
p-dimensionalen Mannigfaltigkeit A mit einer q-dimensionalen Mannig- 
faltigkeit B wird dabei eine (p-+-q)-dimensionale Mannigfaltigkeit C ver- 
standen, deren Punkte eineindeutig allen méglichen Kombinationen von 
Punkten von A mit Punkten von B zugeordnet sind. Man sagt auch: 
jeder Punkt ¢ von C ist das Produkt eines Punktes a von A mit einem 
Punkt 6 von B (c=a-b). Ist nun irgendwie der Begriff der Umgebung 
eines Punktes innerhalb einer Mannigfaltigkeit definiert, so sollen ferner 
zur Umgebung eines Punktes c =a-b in C alle Punkte und nur die Punkte 
gehéren, deren einer Faktor der Umgebung von a in A und deren anderer 
Faktor der Umgebung von 6 in B angehért. In diesem Sinne kann man 
z. B. den Inhalt eines Zylinders auffassen als das Produkt einer Kreis- 
flache mit einer Strecke, oder die Torusflache als Produkt zweier Kreislinien. 


Es liegt nun die Frage nahe, ob es méglich ist, Eigenschaften einer 
Produktmannigfaltigkeit aus den Eigenschaften ihrer Faktoren abzuleiten. 
Ist dies der Fall, so laBt sich die Untersuchung von Mannigfaltigkeiten, 
die eine solche Zerlegung in Faktoren zulassen, in Hinsicht auf die be- 
trefienden Eigenschaften wesentlich vereinfachen, da man sich auf die 
Untersuchung der Faktoren beschrinken kann, die von niedrigerer Dimen- 
sion als die gegebene Mannigfaltigkeit sind und daher der Untersuchung 
leichter zuginglich sein werden. Steinitz hat in den oben zitierten ,,Bei- 
trigen zur Analysis situs‘ gezeigt, wie sich Charakteristik, Zahl der Ran- 


1) Jahrg. 7 (1908), S. 29. 
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der und Indikatrix einer Produktmannigfaltigkeit aus den betreffenden 
Invarianten der Faktoren ergeben. Die vorliegende Arbeit beweist, daB 
sich auch die Bettischen Zahlen einer Produktmannigfaltigkeit in ein- 
jacher Weise durch Formel (16) aus den Bettischen Zahlen ihrer Faktoren 
berechnen lassen. Uber Anwendungen auf Beispiele in Arbeiten von 
v. Dyck, Poincaré, Steinitz und Study wurde an anderer Stelle berichtet*). 
(In einer spiteren Arbeit sollen dann diese Untersuchungen auch auf die 
Torsionszahlen ausgedehnt werden.) Da die Bestimmung der Bettischen 
Zahlen zuriickgeht auf die Bestimmung von Rangzahlen gewisser Matrizen, 
werden hier in einem eingeschobenen, algebraischen Teil einige Sitze iiber 
in besonderer Weise zusammengesetzte Matrizen und daraus gebildete Linear- 
formen abgeleitet. 


2. Den Betrachtungen sind Mannigfaltigkeiten zugrunde gelegt, die 


kombinatorisch in der iiblichen Weise aus Zellen aufgebaut gedacht werden 
sollen. Mannigfaltigkeiten 2. Dimension seien demnach aus Polygonen, 
Mannigfaltigkeiten 3. Dimension aus Polyedern zusammengesetzt und Mannig- 
faltigkeiten p-ter Dimension entsprechend aus Zellen p-ter Dimension. 
Die Berandung jeder Zelle p-ter Dimension besteht aus Zellen (p — 1)-ter 
Dimension. In der p-dimensionalen Mannigfaltigkeit A mégen so «, Zellen 
n-ter Dimension a; (r,=1,...,¢,; n =0,1,..., p) auftreten, von denen 
jede in einem bestimmten Sinne orientiert sei und wobei jede Zelle n-ter 
Dimension berandet wird von Zellen (n — 1)-ter Dimension. Der Zusammen- 
hang zwischen den einzelnen Zellen und ihren Berandungszellen sei gegeben 
durch die Poincaréschen Berandungsrelationen (Kongruenzen) *) 


Gn —1 
n y n u~1 
(1) Gy »> Err, , Or, 


1 


1 
a—1 


1 


tehdrt die Zelle a/~* nicht zur Berandung von a;, soist ¢°, =0; 
a—1 > n n'n—1 


: we ot ee ; ; - 

tritt a," einmal bei der Berandung von a; mit dem ihm beigelegten 
—1 n 

Orientierungssinn oder im entgegengesetzten Sinn auf, so ist fry. _~=ti, 

bzw. =—1. Fiir A erhalt man so p Matrizen er, rs (n=1,2,...,p), 


die mit Ey bezeichnet seien. 


*) ,Zur topologischen Untersuchung geometrischer Gebilde.“ Miinch. Sitz.-Ber., 
Jahrg. 1922, S. 213 ff. 

*) Poincaré: Complément 4 l’analysis situs. Rend, d. circ. mat. di Palermo 13, 
8. 291. — Tietze: Uber die topologischen Invarianten mehrdimensionaler Mannigfaltig 
keiten. Monatshefte f. Math. u. Phys. 19, S.30. Das die Unsymmetrie der Bezie- 
hung zwischen Berandetem und Rand zum Ausdruck bringende Zeichen =) wurde von 
Tietze [Abhandlungen des Math. Seminars Hamburg 2, 1 (im nichst-erscheinenden 
Heft)] vorgeschlagen. (Poincaré schreibt = .) 
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Die rechten Seiten von (1) stellen die Berandungen von Zellen, also 
geschlossene, orientierbare Mannigfaltigkeiten dar; also ist‘): 


n Sy tee 


(2) » ef.e, On =) 0 (r.=1,2 ,@,; ml, 2,..., p]. 


Die zur Zelle a," gehdrende Berandungsrelation (1) soll weiterhin mit 
(1,n,7,) und die daraus folgende Relation (2) mit (2, n,r,) bezeichnet 
werden. 

Zwischen n-dimensionalen, sich aus Zellen von A zusammensetzenden 
Gebilden besteht eine Homologie in bezug auf A, wenn diese die ganze 
Berandung eines (nm + 1)-dimensionalen, sich aus Zellen von A zusammen- 
setzenden Gebildes bilden. Die Bettische Zahl P,, der Mannigfaltigkeit A 
gibt dann an®), daB man ein System von (P,’ — 1) durch keine Homologie 
in bezug auf A verbundenen, aus den Zellen von A zusammengesetzten, 
orientierbaren geschlossenen n-dimensionalen Gebilden in A aufstellen kann, 
so daB jedes andere solche Gebilde zusammen mit den Gebilden des Systems 
einer Homologie geniigt. P, laBt sich berechnen aus der Zahl a, und 
den Rangzahlen &, und @ 4, von Ey, bzw. E,',, durch*) 

3) PS — 1 =a, — i — G&q4,. 

3. In ganz entsprechender Weise, wie bei A, seien von einer 
q-dimensionalen Mannigfaltigkeit B mit £,, Zellen m-ter Dimension 
b” (8,,=1,2,...,B,3 m=O0,1,...,q) die Poincaréschen Berandungs- 
relationen bekannt: 


S 


m—1 

/ \ m Vom m—1 / 7 9 , = 9 

(4, m, 8,,) b, po? Non %y—, bn — 4 8, =1,2,...,8.; m==1,2,...,¢). 
s =i 


m—1 


Die »,", haben dabei eine entsprechende Bedeutung, wie die es 9, ; 
m°m—1 : ze 


bei A. Ihre Matrix Nantes sei bezeichnet mit EA und der Rang von 
Md 


im sei B,. Die Bettischen Zahlen P~ von B ergeben sich aus: 


(5) Ph -—1: Ba Fa* Bata: 


*) Poincaré, S. 298. 

5) Es wurde hier die fiir die kombinatorische Behandlungsweise verwendete For- 
mulierung Tietzes gewahlt. A.a.O. 8. 35 u. 53. 

*) Poincaré, a.a.O. 8.299. (Es enteprechen den Zahlen «, und a. bei Poincaré 
in dieser Arbeit die Zahlen «, —@,4, bzw. @,.) — Tietze, a.a.O. S. 35. 


5* 
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Setzt man‘): 
« =0 (fir n<O0O undn>p); £,=0 (fir m<0 und m> gq), 


6) 
ad é.=0 (firn<0 undn>p); £,=—0 (fir m<0 und m> gq), 


so sind P. und Pé durch (3) und (5) fiir alle positiven und negativen 
Werte von n (bzw. m) formal definiert. Die Festsetzungen (6) sollen 
auch fiir alle weiterhin vorkommenden Formeln gelten. 

Analog zu (2) erhalt man noch: 


Recs 
(7,m,9,) Dane, on =)0 (0, =1,2,....8,3 m= 1,2,...,¢). 
%» — 3" 


Aus (2,n+1,7,,,) und (1,n,7r,). bew.(7,m+1,s 
ergeben sich die Beziehungen*): 


) und (4, m, s,, 


m+1 


¢, 
YT n+i1 n 
7 aan 9 ° on » f 
(8, n) ‘ _ att or. O (Pasa = 1,2, 00-5 Omens Te-1 = 1,2, «5 On-1) 
r_=1 
” 
bzw. 
By 
7 m+1 m 
(9 s - 
7, Mm) had a MF 1 0 
Sm 71 
(Sn+1 = Rs Bs ++) Pmas; 8m-1 = 1,2,..., Bm—1)- 


Die Berandungsrelationen einer Produktmannigfaltigkeit. 


4. Wir bilden nun das Produkt C = A-B in der von Steinitz ange- 
gebenen Weise’). C hat die Dimension (p-+-q). Jeder Kombination 


*) Mit diesen Festsetzungen, die fiir das Folgende zur Gewinnung einheitlicher 
Formeln nétig sind, weiche ich von den bisherigen Festsetzungen ab. Poincaré 
(Compl. a l’anal. sit. S. 300) setzt « 


. . ‘ ” 
, (mach der Bezeichnung von Poincaré «,,, , ) 


gleich 1 unter Hinweis auf das Vorhandensein einer Homologie 2a? ~ 0, die nach 


p+ 


seiner eigenen Definition einer Homologie nicht stattfinden kann. (Poincaré, Anal 
situs, Journal de l’école polytechnique (2) 1, 8.18). Tietze (Ober die top. Inva- 
rianten mehrdim. Mannigfaltigkeiten S. 35, Anm. °)) setzt @ und @,,, (bzw. yy 
und und P, 
verwenden zu kénnen, welche er (S. 33, Anm. *)) auch beide gleich 1 annimmt. Es 
ist aber weder Fe noch &,,, topologisch definiert und also willkiirlich. Die Fest- 
setzung P, = 1 wiirde bedeuten, daB man die Punktepaare als die geschlossene, orientier- 
bare, 0-dimensionale Mannigfaltigkeit betrachtet, doch sind die Punktepaare nicht ge- 
schlossen (fermé) im Sinne Poincarés, da sie nicht zusammenhingend sind (Poincaré 
Anal. sit. 8.7). Hingegen lé8t sich ein einzelner Punkt als 0-dimensionale, ge- 
schlossene Mannigfaltigkeit auffassen, was mit der Festsetzung P, = 2 iibereinstimmt 

*) Poincaré. Compl. a lanal. sit., 8. 292 

") Steinitz, a. a. O. S. 42 ff 


Yp+1) ebenfalls gleich 1, um Formel (3) auch zur Definition von P, 
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einer n-dimensionalen Zelle ay. von A mit einer m-dimensionalen Zelle 
b.” von B entepricht eine (n+ m)- dimensionale Zelle von C: Ce "=a, be. 
Eine Zelle a,b.” ist dann und nur dann mit einer Zelle _ inzident, 
wenn a, inzident mit ap, und by inzident mit _ und wenn n > n’ und 
m>m’', oder wenn n<n’ und m< mi’ ist. 

Die (m +- n — 1)-dimensionalen Randzellen einer (m + = )-dimensio- 
nalen Zelle a; oe entsprechen demnach den Kombinationen der Zelle a; 
mit den (m — 1)-dimensionalen Randzellen von 6” und den Kombinationen 
der Zelle by mit den (m — 1)-dimensionalen Randzellen von a; 

Die Poincaréschen Berandungsrelationen fiir die Zellen von C lauten 
also: 

« 


—1 Pm —1 


nm 
. nim > 2 n—1 m " y’ m npm—1 
( . . 
10, n, m) a; by => 2, &r,7, Or, , On, 1) 2 Mey ty, 4, 8, 
a 


i 1 5m 4 1 


hoes 8.=1,...,f,,; n=0,1,...,p; m=O, 1,...,¢). 


Alle fe ¢ und »;, | sind dabei gleich Null zu setzen; denn fiir a, b, 
0 1 
und a; 6; tritt in der Berandung nur eine der rechtsstehenden Summen 
auf. Die rechten Seiten der Relaticnen (10, ”, m) miissen analog zu (2) 
und (7) kongruent Null sein. DaB dies wirklich der Fall ist, erkennt 
man leicht durch Einsetzen von (10, —1,m) und (10,n,m—1) in 
(10, n, m) unter Beriicksichtigung von (8, — 1) und (9,m—1). Dabei 
erklirt sich auch, warum der Faktor (—1) vor die zweite Summe 
gesetzt wurde. 
Die Zahl y, der l/-dimensionalen Zellen von C ist 
p 
7 
11) 11 = >) tn Bi-n (L=0,1,...,(p + q)), 
wobei Festsetzung (6) gilt. 
Schreibt man die Poincaréschen Berandungsrelationen fiir die Zellen 
von C allgemein: 
wen 
yy» t-1 t 


l 
») 
(12 Ct bie % : 


4 


_ 
bo 
~~ 
~~ 
_ 
to 


(p+ @)), 


> 
t, 1 
so ist durch (10) der Wert der a bestimmt. 


ge 1 , é 
Ist y, der Rang der Matrix Ej der ©, , so berechnen sich die 
1 


/ 


Bettischen Zahlen der Mannigfaltigkeit C aus: 
(18) Pi -—1l=y7,-—%,—-4: (-=1,2,...,(p+4)). 


Die Rangzahlen y, sind also zu berechnen. Dazu sollen die y, Zellen 
I . ' 3 
c;, von C so zu Stufen zusammengefaBt werden, daB8 zur n-ten Stufe alle 
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jene Zellen gehéren, die durch Kombination mit n-dimensionalen Zellen 
von A erhalten wurden. Danach gibt es (p+ 1) Stufen von /-dimensio- 
nalen Zellen von C, wobei auch Stufen vorkommen kénnen, die keine 


Zellen enthalten. Nimmt man p<gq an — die Bezeichnung der beiden 
Mannigfaltigkeiten A und B kann man immer so wahlen, daB dies der 
Fall ist —, dann treten fiir 1<p oder 1> gq solche Stufen auf, welche 


keine Zellen enthalten. Die Zahl der J-dimensionalen Zellen n-ter Stufe 
ist a, Br:,. In gleicher Weise werden auch die Relationen (10) und die 
Reihen der Matrix Ej in Stufen eingeteilt. Hj wird gebildet aus den 
Elementen der Matrizen Ey (n = 1,2,...,p) 

















| und £4, (m= 1,2,...,q) nach Art der Figur 1, 
td wobei nur die schraffierten Untermatrizen von 
— = Null verschiedene Elemente enthalten, und 

| Wi se zwar die senkrecht schraffierten nur Elemente 
one ——= der Matrizen Ey; und Nullen, die wagerecht 





= schraffierten nur Elemente der Matrizen 2% 

ji =a und Nullen. Jeder zwei solche Untermatrizen 
TF__|__ enthaltende Streifen bildet eine Stufe. Die 

| ne rein algebraische Aufgabe der Rangbestim- 
Fig. 1. mung dieser Matrix Hj erfordert einige Hilfs- 
sitze, die im folgenden abgeleitet werden sollen. 

















Algebraischer Teil. 
Hilfssatze iiber Matrizen und gewisse Zusammensetzungen von Matrizen. 


Satz 1. Es sei der Rang der aus den «¢;, gebildeten Matrix 
(F = 1,2,...,@; r=1,2,...,@) gleich @, ebenso der Rang der aus den 
Zahlen »;, gebildeten Matrix (5 = 1, 2,...,8; s=1,2...,8) gleich £. 


Die Gesamtheit ® aller Zahlensysteme von «f GréBen ¢,,, die sich 


> 


mit Hilfe geeigneter Zahlen u,;, v,; sowohl in der Gesalt p,, = Su 


re? sr -_ rs "03 ’ 
#=1 


als auch in der Gestalt y,, = > v,;ér, Garstellen lassen, bildet dann eine 
r=l 

lineare Schar vom Range @f. Im besonderen gehéren die @ B Zahlensysteme 

Pre = Cre Mee (F = 1, 2,...,8; F—1, 2,...,8) zu ® und sind linear unab- 

hingig. Es ist also jedes Zahlensystem g,, aus ® in der Gestalt 

yA darstellbar. 


a 53 tr Nes 


T,@ 
Beweis. Die Numerierung der Indizes r bzw. s denken wir uns 
so angeordnet, daB die Determinante |¢;,| (¥,r=1,2,...,@) bzw. die 
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Determinante | »;,| (5, s=1,2,...,B) eine der von Null verschiedenen Deter- 
minanten &-ter (bzw. £-ter) Ordnung der Matrix || ¢;,|| bzw. || 7, || ist. 
Durch die Gleichungen: 


p 


(1) Nin = DS'OneMe (3= 1, 2,...,B3 85 =B+1,..., 8] 
s=1 
(2) Sn = One tie (Fm 1,2,...,8 roma+1,...,e] 


sind dann die 9,,, und o,,, eindeutig bestimmt, und es wird mit Riicksicht 
auf diese Gleichungen und die im Satze selbst verlangte besondere Dar- 
stellbarkeit der GréBen ¢p,,: 


B B 


: - 
Pra, = D> Uri > Orgs Nis = > Ons Pre (r= eee 8 = B+ i, avanti 
s=1 s=1 s=1 
1 a a 
Pros = D7 > S97 ber = DS) Orr Prs [s= 1,2,...,B;79 =@+1,.. +5). 
7=1 r=1 r=1 


Auf diese Weise sind alle y,,, fiir welche r>@ oder s >, dar- 
stellbar als lineare Kombinationen derg,, (r=1,2,..., @;s=1,2,...,£), 
und zwar auf eindeutige Weise, da auch 


B p @ a 
Prose = Ons Pros = p> » Ons nr Pre = > nr Pree: 
s=1 #=1 r=1 r=1 


Damit ist gezeigt, daB ® héchstens den Rang @ # hat. Es soll jetzt noch 
nachgewiesen werden, da8 ® keinen geringeren Rang als @f haben kann, 
d. h. da® es @f linear unabhangige Zahlensysteme gibt in ®. 

Die @f Zahlensysteme —,, = e7, yg,(F=1,...,@; F=1,.. .»B) gehoren 
® an, wie man leicht erkennt, wenn man fiir das Zahlensystem —,, = e+, 45 *s 
setzt: 


u,; = 0 fiir 5 5*; Upge = ee, und v,;=0 fiir 7 +7F*; Vere = Ne*e- 


Bestinde nun zwischen diesen Systemen eine lineare Abhangigkeit, d. h. 
bestande fiir alle r—1,2,...,4; s=1, 2,...,8 das Gleichungssystem 


Me 


a Bp 
0= > Oi Fr Yes 


a 
— = .7 
: = Lied Ws & 
r=1 #=1 3 r=1 


i 
~ 


bei dem nicht alle r;;—0 sind, so wiirde man daraus fiir jeden festen 


Wert von r fir die 8 Unbekannten : s t;; €7, B homogene Gleichungen vom 


‘=1 


Range f erhalten. Es wire also fiir jeden Wert von r und 3: 


a 
_Ds Cf, = 0. 


r=1 








~) 
to 
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Dies gibt fiir jeden festen Wert von § « homogene Gleichungen fiir 
die «@ Unbekannten 1t;; vom Range @. Es miiBten also alle 1;; = 0 sein. 

Die &@f Zahlensysteme q,, = ¢,7;. sind also voneinander linear un- 
abhingig, und da sie ® angehéren und @ keinen gréBeren Rang als «f 
haben kann, muB8 der Rang von ® @f sein. Jedes Zahlensystem q,, aus ® 
1aB8t sich darstellen in der Gestalt S’A;; 6, ;,. 


re 


Satz 2. Es seien zwei Matrizen gegeben: 


levy|| vom Range @ [r=—1,2,...,a; r’=1,2,...,@°'] 


und 
ns|| vom Range # [s = 1, 2,...,8; 8’ = 1, 2,..., B’). 
Wird nun mittels zweier von Null verschiedener Zahlen 6, und 6, 


und der ¢,, und »,, als Koeffizienten ein System von Linearformen ge- 
bildet: 


‘ ( 
Cy, d, > errt,, 4 5, Snes Yrs if =, 8,...,0@ 306 =1,8,...,8 |, 
T=1 s 1 
so bestehen («’ — @)(f8'— B) linear unabhingige Beziehungen zwischen 
den C,,, und der Rang des Systems ist «’ 8’ — («’ — &)(p’ — B). 
Beweis. Jede lineare Beziehung zwischen den C,, laBt sich dar- 
stellen in der Form: 


a’ pr 
’ 2 = 
. DPr's’ Cys = 0 
r=1 o=1 
oder 
a’ p a a’ , RB 
(3) 6, Sore Seve Zr + 6,5 SPre D> M's Yrs =O. 
=i s=1 r=1 y=1 e’=1 s=1 


In dieser Identitat miissen die Koeffizienten aller Variablen z,, und 
yr, verschwinden. Also, da 6,+ 0, 6, + 0: 


a 


(4) DOvetee=0 [r=—1,2,..., a; 6 =1,2,...,8'], 
r=1 
pf ; ; 
(5) Ors M's = 9 [8=—1,2,...,83 7 * ree 2 4 
e’=3 


Wegen des Ranges @ (bzw. f#) der Matrix ||e,,|| (bzw. || %,°,||) yibt 
es («’ — @) baw. (8' — B) und nicht mehr unabhangige Beziehungen zwischen 
den «’ (bzw. £’) Wertsystemen ¢,,..., fa (DZW. y4,--+5 Norg)- 

Ein vollsténdiges System solcher Beziehungen sei gegeben durch: 


Denrere=0 [r,=1,2,...,(a’ —&); r=—1,2,...,0] 
=i 
bzw. 


id cr , 
D0 N’s=9 ([8,=1,2,...,(2’—f); s=1,2,...,B). 
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Es miissen daher die g,, lineare Kombinationen sein sowohl der 
é;,7, als der yj,., d.h. sie miissen sich darstellen lassen mit Hilfe ge- 


a’ -a 
eigneter Zahlen v,,, und u,,, sowohl in der Gestalt gps = S'vy,, €,¢ als 
. %1=1 
=p 
auch in der Gestalt py = Urs, Nis’ 
&,>1 


Umgekehrt liefern alle Zahlensysteme g,,', die diese Darstellung ge- 
statten, eine Beziehung (3), was sich leicht durch entsprechendes Einsetzen 
bestatigt. Die Gesamtheit dieser Zahlensysteme bildet nach Satz 1 eine 
lineare Schar vom Range («’ — )(f’-- 8) und zwar ist jedes dieser 
Systeme darstellbar in der Gestalt: 


. 743 , , 
(0) Gre = Mhinag ene "Ns, 8'- 
ry. 8) 


Ein vollstindiges System linear unsbhingiger Beziehungen zwischen 
den C,,,, ist demnach gegeben durch die («’ — @)(f8’ — 8) Beziehungen: 
(7) » See ne,s' Cre = 0 [r, =1,2,...,(a’ — &@); 8,=1, 2,...,(B’ — B)] 

r=1 @=1 
und der Rang des Linearformensystems der C,,,: ist: «’ 8’ —(a' — @)(B’ —£). 

Zusatz. Satz 2 gilt auch fiir den Fall, daB alle e,,=—0 bzw. alle 


"e's = 0 sind, wobei dann @ = 0 bzw. 6 = 0 ist und alle ¢,,, fiir welche 
r,+r’ gleich 0, e/,=—1 gesetzt werden kénnen (bzw. alle n;j,,, fiir 
welche s, +8’ gleich 0, nj» = 1). 


Satz 2 lautet dann fiir den Fall, daB alle e«,, = 0 sind: 
Ein mittels der Elemente einer Matrix 
\| Me's [s’=1,2,...,8’;e=1,2,...,B), 
deren Rang f ist, gebildetes System von Linearformen 
B , 
Cry = fe Yrs [r’ = 1,2,...,0'50° = 1,3,...,8 } 
hat den Rang a’-f. Es gibt «’(f’—) unabhangige linear homogene 
Beziehungen zwischen den C,,. 
Satz 3. Es sei ein Gleichungssystem von a’ 8’ Gleichungen zwischen 
den «’ 8 +a’ Unbekannten y,, und y,, gegeben: 


2) © 5 I 7 J 9 r=l,....@;8 =1,...,8 
\ ) re = c Err’ Wre’ a Nes Pr's = fe ee 9 
wobei 6, + 0, 6, +0. 


Die Matrix || ¢,, || (bzw. |! y,,|!) habe den Rang @ (bzw. #). Es gibt 
also (« —@), und nicht mehr, unabhangige Beziehungen zwischen den 
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« Wertsystemen ¢,;,..., a’. Solche unabhingige Beziehungen seien ge- 
geben in der Form: 
a 


(9) Soncter =0 ([¢,=—1,2,...,(a@—@); r’ = 1, B,...,@']. 


at ST 


r=1 
Desgleichen gibt es (8 — £), und nicht mehr, unabhingige Beziehungen 
zwischen den # Wertsystemen 7,:,.-., se’. Solche unabhingige Bezie- 
hungen seien gegeben in der Form: 


B , ier , 
(10) > %2%ee = 9 [8, = 1,2,...,(8 — 8B); e’ =—1,2,..., 8]. 


&#=1 
Die Spalten der Matrix der ¢,, (bzw. der 7,,) sollen so angeordnet 
gedacht sein, daB die Matrix || ¢,, || (r= 1,2,...,@; r’=1,2,..., a’) den 
Rang @ hat, (bzw. die Matrix || 7,,'||(¢ = 1, 2,..., 8; 8’ =1,2,..., 8’) den 
Rang # hat). 
Dann wird behauptet: 
1. Es gibt «’ (f — B)+ fp’ (a — @) + @8, und nicht mehr, unabhingige 
Lésungen der Gleichungen Cy, = 0. 
2. Ein Fundamentallésungssystem wird gebildet aus den Lésungen 
I. wre = 0; Gr, = 0 (fiirr’ + r’); Pi's=%,,, (8, = 1,2,...,(8—£)], 
wobei 7’ alle Werte von 1 bis a’ annimmt. 
Il. gy, = 0; wy, = 0 (fiir s’ + 8’); Wr = Or,r (7, =1,2,...,(a—@)], 
wobei 8’ alle Werte von 1 bis p’ annimmt. 
Ill. gy, = 0 (fiir +3); ot = 6,3 y,,, = 0 (fiir r+r); 
ee = — 6, "es' > 
wobei & alle Werte von 1 bis § und? alle Werte von 1 bis 
@ annimmt. 
3. Die Lésungen unter III. kénnen nicht lineare Kombinationen sein 
von Lésungen, bei denen alle g,, oder alle y,, gleich Null sind. 


Beweis. 1. Aus Satz 2 folgt als Rang des Gleichungssystems C,, = 0: 
a’ B’ — (a’ — z)(p’ — B). 
Ein Fundamentallésungssystem besteht demnach aus 
a’ B+ ap’ —«’ p’ + (a’ —@)(p’— B)=—a'(B—B)+ fp’ (a—a@)+aZ 
Lésungen. 

2. DaB die unter I., II. und III. angegebenen Werte fiir g,, und y,, 
Lésungen der Gleichungen C,, —0 sind, folgt sofort durch Einsetzen, 
wenn man im Falle I. und II. auch noch die Gleichungen (10) und (9) 
beachtet. 

Es soll nun gezeigt werden, da8 dieses gesamte Lésungssystem ein Fun- 


damentallésungssystem ist, d. h. daB sein Rang «’( 8 — 8) + fp’ (a — @) + @p 
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ist. Hierzu braucht man nur zu beweisen, daB zwischen den Lésungen 

keine linearen Beziehungen stattfinden. Wir denken uns nun die Zahlen 

jeder einzelnen Lésung ¢,,, y;s genommen als Koeffizienten einer zu- 

gehorigen Linearform: F= 5 gyp,ty, + 5 Wry Yre mit den Variablen 
r’',8 r,s 


Zy_(r’ = 1,...,0'; em l,..., 8), Hee (7 =1,..., 4; e = 1,..., 8°), 20 
daB jeder linearen Beziehung zwischen den Formen F eine lineare Be- 
ziehung zwischen den Lésungen entspricht und umgekehrt. Dabei haben 
die Formen F die Gestalt 


Me 


im Falle I: Ly, = Do,e%7, [r’'=1,..., 0°; 8, = »seey(B— 8B), 


se 


im Falle II: My, = SoOnr¥re ([8' =1,..., 8; ry =1,...,(@—2)], 


~ 
~ 


ag 
=} s'=1 


a’ tid 
im Falle IIT: N,, = 6, S trv Fre — 5g 5 Nes’ Yrs’ 
[e=m1,2,...,8; rl, 2,...,@] 
und aus einer linearen Beziehung zwischen ihnen: 


p Lys, Lys, =. P» M¢' r, My», 4. Pa n,,N, = 0 
a.m% 


r’, 8 &r 


folgen die Gleichungen: 


b-2 @ ‘ 
(11) DSlya net 4, 5 tereery =90 [r’ = 1, 2,...,0'; e=1,2,..., B], 
&=1 r=1 
dat J ’ ‘ ’ pp} 
(12) Sys, 6,.= 0 (7° = 1,2,...,@; em f+1,..., 8], 
=1 
& ib = B , 9 , 9 z) 
(13) 3 mes, Ornr— 5g > Mer Nee = 0 [2’ = 1,2,...,8; r=—1,2,..., a], 
%\=1 s=1 
o~3 : - 
(14) SS my, 0nr = 0 [e’ =1,2,....8; re &+1,..., a]. 
m1=1 


Diese Gleichungen kénnen aber nur bestehen, wenn alle /,,,, m,’,, und ",, 
verschwinden, wie im folgenden gezeigt werden soll. 

Da die Matrix || 7,,'|| (es =1,2,..., 8; 8’ =1,2,..., 6’) den Rang £ 
hat, lassen sich alle z, (s=1,2,..., B), die einer Lésung des Systems 
von folgenden £’ homogenen Gleichungen vom Range /: 


B , 
(15) > 12, = 0 [e’ = 1,2,...,8] 
s=1 


angehéren, als lineare Funktionen der iibrigen z, (s = B+1,..., 8) dar- 
stellen. Da nun durch (10) ein Fundamentallésungssystem vom Range 
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(6—,) der Gleichungen (15) gegeben ist durch die Werte z, = s,, 
(8, 1,2,...,(8 — B)), so muB auch die Determinante 
1Gs,¢ (8, = .. ...a= p); 8 p + ],. oe 


den Rang (/ — f) haben. 

Die Gleichungen (12) liefern also fiir jeden festen Wert von r’ (6 — /) 
homogene Gleichungen mit den Variablen l,,. vom Range (8 —f). Es 
miissen also alle /,,, = 0 sein. Die Gleichungen (11) nehmen dann die 
Form an: 

Stertey =O ie =1,2,...,63 8 -, 
r=1 
daraus erhalt man fiir jeden festen Wert von s «’ homogene Gleichungen 
mit den @ Variablen n,, vom Range @. Es miissen also auch alle n, 
verschwinden. 
Dann wird aus (13) und (14) zusammengenommen: 


F- 
ZS ten @ne=9 [e’'= 1,3, ....8; r=1,2,...,¢ 
ry=1 
daraus erhalt man fiir jeden festen Wert von s’ « homogene Gleichungen 
mit den (« — @) Variablen m,,, vom Range («¢—@&). Es miissen also 
auch alle m,,, verschwinden; d.h. es kann zwischen den Linearformen F 
und, damit auch zwischen den angegebenen Lésungen des Gleichungs- 
systems C,, = keine lineare Beziehung stattfinden. Die Lésungen unter 
I., II. und III. bilden zusammen ein Fundamentallésungssystem des Glei- 
chungssystems C,;,’ 0. 

3. Waren nun die Lésungen unter III. lineare Kombinationen von 
Lésungen, bei denen alle y,, oder alle y,, gleich Null sind, so gabe es, 
da die Lésungen III. nicht linear abhangig sind von den Lésungen I. und IL., 
mehr als «’(S—) bzw. ~’(«—@) linear unabhingige Lésungen ¢,, 
bzw. y,,’) der Gleichungen: 


P 
SPretmee=9 [r’=l,...,.¢; oe =I1,.... 8) 
s=1 

bzw. 

_ , , ’ ,? 
Vier fr =O ([r ae oe yer 2 
r=1 


Der Rang dieser Gleichungssysteme ware also kleiner als «’ 8 — a’ (f — p) 
, , 7 ¥ md 
«’B bzw. als «eB — PB (a—@)=f'@. Nach Satz 2, Zusatz ist er aber 
gleich «’f baw. p’@. 
Es kénnen also die Lésungen unter III. keine linearen Kombinationen 
sein von Lésungen, bei welchen alle y,, oder alle y,, gleich Null sind. 
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Satz 4. Es seien zwei Paare von Matrizen gegeben: 
éy,|| vom Range @ und |je;-,|| vom Range @’ 
ipo 1,3,...,63 mi, 8,....@3 ow l,8,....@ 1, 
|| e!| vom Range 8 und {| 7;-,-|| vom Range ’ 
. P ’ ,. ” . a 
[e=1,2,...,8; #°=1,2,...,83 oe” —=1,2,..., f°). 


Zwischen den Elementen der Matrizen sollen folgende Beziehungen bestehen 


(16) a frrtye=0 [9% =1,2,...,0%; r=l,2,..., @] 
y=} 

bzw. 
r ” 

(17) Stree =9 ([e”%=1,2,...,8 5 emi, 2,..., 8]. 
eo’ =3 


Wenn dann mittels der ¢,,, €7-y, Nes, ys @ls Koeffizienten und vier 
von Null verschiedenen Zahlen 4,, 4,, 5,, 5, folgende Linearformen gebildet 
werden: 


«“ 


p 
Xyy = Oy S lp Lee} Yyar = 02 DS) Yee Yrs 
r=1 s=1 
a a’ B 
} i fe ds B fry Yrs’ Zr’ —_ 0, m4 "s's Zr''s: 
r=] s=1 
Cre —_ xX, ‘ih Yye"; Cry — rs’ | Zrs ’ 
so gelten die Satze: 
1. Zugleich mit jeder Beziehung Y’ yy Ypge + DS yyy Yorg = 0, dei 
r,s" a 4 
der nicht alle o,,. = 0, oder alle y,-,,—0 sind, besteht auch eine Be- 
ziehung ys” Cre + S yore Cry = 90; doh. besteht (identisch in den 


ras rs 

Variablen 2,,”, Yy's', Zs) eine lineare homogene Beziehung zwischen den 
Y,, und Y,,, die nicht eine lineare Kombination ist von Beziehungen 
zwischen den Y,,~ allein und den Y,», allein, so besteht dieselbe Be- 
ziehung zwischen den Cy,» und den C,,-. 


2. Bildet man die Koeffizientenmatrix des Systems aller («’p” -! «” B’) 


Linearformen C,, und C,, der Variablen 2,4”, Y,’s'. Zy’s, 80 ist die Dif- 
ferenz des Ranges dieser Matrix und der Summen der Rangzahlen der 
Koeffizientenmatrizen von den C,,” allein und den C,-,: allein gleich @’ f’, 
d.h. zwischen den C,, einerseits und den C,-, andererseits finden @’p’ 
und nicht mehr Beziehungen statt, die voneinander und von den zwischen 
den C,,- allein und den zwischen den C,-, allein bestehenden Beziehungen 
unabhangig sind. 

Beweis. Zuerst denken wir uns eine derartige Numerierung bzw. 
Umnumerierung der Indizes s” und r” getroffen, daB der Rang der 
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Matrix ||«/-,|| (r”=1,..., @’; r’=1,..., @’) gleich @ und der Rang 
der Matrix || ,,' || (s” = 1, oe cy eee B) gleich B’ ist. Damit 
ist auch eine Anderung in der Reihenfolge der z,,. und z,,, ebenso eine 
Anderung der Reihenfolge der Linearformen X,,", Y,,”, Yor, Zee’, Cry? 
und C,y vorgenommen, wahrend die Form der einzelnen Linearformen 
erhalten bleibt. Fiir die aufgestellten Satze spielen diese Anderungen in 
der Reihenfolge keine Rolle. 

Jede Beziehung zwischen den C,, und C,, laBt sich nun darstellen 
in der Form: 

ae’ pf a” 8B 

(18) YY Sgr Cre +S S vee Cry = 9, 


— a 


r=18"=1 r’=18'=1 
und zwar kommt es fiir den Nachweis des aufgestellten Satzes nur auf 
Beziehungen an, bei denen nicht alle gy,» oder alle y,-, Null sind. 
Aus (18) erhalt man weiter: 


& 
’ = , ~y 7 » 
(19) >> 2 Pr's" Xr's" 7 Z » Pr's’ y, ig 
=i e"'=1 r=1e0'=1 
: b a g 
yy Dr Yy"s SS avr’ Zy =0 
r’=18'=1 r’'=18'=1 


Dabei miissen die erste und die letzte Summe, jede fiir sich, verschwinden, 
da die erste und nur diese nur die Variablen z,, und die letzte und nur 
diese nur die Variablen z,, enthalt. Aus dem dann noch verbleibenden 
Rest von (19) folgt, daB in 

a’ pf ; a’ 
de) 2 Pr’ 


r’=is"=1 s 


B ee 
P Nes’ Yr's’ ds P a Wr'’s' Py ep'y’ Yr's’ 
‘= r’=18'=1 r=1 
alle Koeffizienten der y,, fiir sich verschwinden miissen. 
Daraus erhilt man, fiir jeden Wert von r’ und s’ geltend, die Glei- 


chungen 


(20) 4, 5 Pr's" Ne's’ + Os y wretyy=0 [r’=1,...,e; e’=l,..., B’). 
s"=1 r’=1 
Ein Fundamentallésungssystem dieses Gleichungssystems ist nach Satz 3, 2. 
durch die folgenden Werte g,,” und y,, gegeben: 
) B’) Lésungen, bei denen alle yw,” = 0 sind. 

II. p' («’ —@’) Lésungen, bei denen alle gy,» = 0 sind, diese Lésungen 
kommen fiir die vorliegende Beweisfiihrung nicht in Betracht. 

LIL. gypsy = 0 (fiir 8” + 5"); pean = Os-ep-r3 Wry = O (fiir r” + F”); 
Wry = — Og: Ngry, Wobei 5” alle Werte von 1 bis B’ und 7” alle Werte 
von 1 bis @’ annimmt. 
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Diese Lésungen liefern die Beziehungen: 


a’ B oct = 
(21) 35 Sete Yvon — aS nie Yow = 0 [8 =1,...,8'5 r”=1,..., 8’). 


r=1 s=1 


Satz 3, 3. zeigt ferner, daB die Beziehungen (21) keine linearen Kom- 
binationen sein kénnen von Beziehungen (18), bei denen alle y,, oder 
alle y,,, verschwinden, und daB es keine anderen derartigen davon unab- 
hangigen Beziehungen gibt, d.h. die Beziehungen (21) sind Beziehungen, 
die unter sich und von den zwischen den Y,,- allein und den zwischen 
den Y,, allein bestehenden Beziehungen linear unabhangig sind, und es 
sind die einzigen dieser Art. 


Es soll nun gezeigt werden, daB jede der Beziehungen (21) auch eine 
Beziehung zwischen den C,, und C,,: liefert. 

Aus (16) und (17) folgt, fiir jeden Wert von r”=1,2, ..,@” und 
e”=1,2,..., 8" geltend: 


a a B sp 
(22) 0= 6, dbs > Lr es" P Ep" Ey’ — ba dO. > Zr''s > Ne"'e’ "e's 
r=1 r=1 s=1 s'=1 


a’ B 
> ’ , 
= bs S epg Xray" — aD ner Zee, 


¢’=1 s‘=1 


durch Addition von (21) und (22) erhalt man dann: 


(22a) 3p 3 ere Oper — Og 3 bre Orr =O [89 1y oieg B's PL, os B), 
r=1 s’=1 
damit ist der erste Teil des Satzes bewiesen. Daraus folgt nun aber sofort 
weiter: 
Besteht eine lineare Beziehung zwischen den Cy,» und C,.,, die in 
der Form gegeben sein mége: 
& Pre’ Cry" + > Yrs’ Cyry =, 
re r .8& 
und die linear unabhangig ist von Beziehungen zwischen den C,,” allein 
und den C,, allein, so sind die g,,” und wy lineare Kombinationen 
der ep,» (r”=1,2,...,@') baw. der ny,» (e”=1, 2,..., B’). Damit 
ist auch der 2. Teil des Satzes bewiesen. 
Fiir die spiateren Anwendungen sei darauf hingewiesen, daB die 
Ev'ry Er'r’s Ne'ss Ne’ DUT den Bedingungen (16) bzw. (17) geniigen miissen, 
sonst aber beliebig gewahlt werden kénnen; z. B. kénnen samtliche Ele- 
mente einer oder mehrerer Matrizen gleich Null gesetzt werden. Auch fiir 
diese Fille behalt der Satz seine Giiltigkeit. 
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Zwei Matrizen, deren Elemente den Bedingungen (16) 


80 
Bemerkung. 
geniigen, erhalt man z. B. durch die Koeffizientenmatrizen eines Systems 
von Linearformen: 
ay= \'e,, a, io een 4 
r=1 
und eines Systems von in den a, identischen Beziehungen zwischen den a; 
” ’ , , r ” ’ 
M ep ay = 0 [r 1,2 , a”) 


a; = » 
r=1 
1) Matrizen gegeben: 


Es seien zwei Systeme von je (k 


Satz 5. 
ej,7,.,) vom Range «, 
(7, am 5,8, oss Fa~s 1,2,...,@,.,;% =0,1,2,..., &) 
und 
Cia , | vom Range #,, 
; m = ae 


9 4 . 
oe a 


9 “2 
1,3,..-s Boi @,-,=1,3, 


8.3 
Zwischen den Elementen zweier aufeinanderfolgender Matrizen sollen 


folgende Beziehungen bestehen: 


a, 
Sy’ _n+1 n 
(23) ry | Tata tn” tan 
= 9 e 9 . _ 9) . . 
(F045 1,8, «op Onnes To-g = 1,2,...,4,.,358 @1,3,...,(2—1)) 
bzw. 
Pn 
y’ +1 m 0 
( 24 yoo ” 5m +4 4m ) 8m 4m — 1 
8&1 
9 ° 9 F 9 % 
DB, cop Bangs Genny ™ 1 B50++ rh n—s3 = 1,8,..-948 — I)). 
, und J, 


Seas 
Wird dann vermittels beliebiger von Null verschiedener Zahlen 6 
als Koeffizienten folgendes System von 


und der e” , und 97, 
an m—1 
r 
Sa, 8,_,, Linearformen in den Variablen c? gebildet: 
n=0 es 
9r co" on 5 “" n n-1 9 , m _n 
\49) Trim o_o fa%a = "Fa 18m Un = 1 8m8m— 1 Tn 8m — 4 
in 1 Sq —,=1 
[r, = 1,2,...,a,; &, = 1,2,...,8,;n=0,1,....k4;m=—k—n}, 
1) Stufen eingeteilt, daB alle 


n 
und werden diese Linearformen so in (k + 
Linearformen C) , (n=) zury-ten Stufe gehdren, so gelten die Sitze: 

1. Jede zwischen den Linearformen Cos. bestehende lineare homogene 
Beziehung ist eine lineare Kombination von Beziehungen zwischen Linear- 


formen derselben Stufe und Beziehungen zwischen Linearformen zweier 


aufeinanderfolgender Stufen. 
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2. Der Rang der Koeffizientenmatrix des gesamten Systems der 


k k-1 
’ 3 \ I= 
> (a, By nn! @, B.—. — @, B, > &, +36, n* 
n=O + 
Beweis. Der Beweis des ersten Teiles soll durch vollstandige In- 
duktion gefiihrt werden. Wir nehmen an, fiir ein aus k Stufen bestehendes 
System von Linearformen C?, (n=0,1,...,—1) sei der Satz nach- 
gewiesen. (Fiir ein aus zwei Stufen bestehendes System ist er selbstver- 
standlich. ) 
Es sei nun irgendeine, in den Variablen c’ , _identische Beziehung 
am 1 
necha > yn ° 
zwischen den C, , gegeben: 


k k-1 
98 \ yy? 7” n a ae yy 4” n n y7 7* k 
(20) 0 a a °n ta ~ fa lm het het AT by ~~ Tn 8m — “1.8 C,, 8 
N=0 4, , 8 H=0 Fy, 8m Tk» 8 


[m=k—n]. 
Diese Beziehung la8t sich sicher darstellen als eine Kombination von 
Beziehungen: 


a) bei denen alle 4* , = 0; 
k*o 


b) bei denen alle 4%, (n=0,1,...,(k—1))=0; 
c) die linear unabhangig sind von Beziehungen a) und b). 
Da der Satz fiir Systeme von & Stufen als richtig angenommen wurde, 


ist nur noch nachzuweisen, daB die unter c) angefiihrten Beziehungen auch 
Kombinationen der verlangten Art sind. 


Wir wollen nunmehr annehmen, (26) sei eine Beziehung c). Setzt 
man nun 


fo “1 
¢ \ 1 k-1 = v k k-1 
Yea a "lay s0 ry 1% Oran und o, 2 Ore te—a Mea % "ko 
so=1 ".-1=1 
und setzt man alle c,, |= 0, fiir welche n + k — 1, so wird aus (26): 
acm 
’ ,k-1 + 3k 
ef ‘er FF ed =(. 
ans Temas am SM kN 
"h-1941 "ko 


ry . , ak 
Nach unserer Annahme sind nicht alle 4, , = 
ge 0, dann ware (26) immer eine Kombination von Beziehungen 


zwischen den 7. allein und den C?, (n=0,1,...,4—2) allein, da 


- (0, und waren alle 


= 


in ersteren Linearformen andere Variable auftreten als in letzteren. 
Wenn aber nicht alle a oder alle a verschwinden, so besteht 
nach Satz 4,1 auch die Beziehung: 


~ 982 k-1 ak Pie 
(27) & 45... Fn-1m + & §nmlne ™ 9 
Te — 49% Tk 80 


Mathematische Annalen. 90. 6 








82 H. Kiinneth. 


und (26) zerfallt in (27) und 
k-2 
-_ fe. & 0 [m=k—n]. 

Fiir Systeme aus Linearformen von (k — 1) Stufen wurde aber der 
Satz als richtig angenommen. (26) léBt sich also in der verlangten Art 
zerlegen. 

2. Ein System voneinander unabhingiger linear homogener Beziehungen 
zwischen den C;', erhalt man also durch die Gesamtheit der linear un- 
abhangigen Beziehungen zwischen Linearformen derselben Stufe und der 
Beziehungen zwischen Linearformen zweier aufeinanderfolgender Stufen, 
die unter sich und von den zwischen Linearformen derselben Stufe be- 
stehenden Reziehungen linear unabhangig sind. 


Die Anzahl der ersteren ist nach Satz 2: 


Ss (a« «,,) (P, 


oe n v 


n Pi-n)s 


die Anzahl der letzteren nach Satz 4: 


k-1 
— Cn+1Px n* 
n=0 


Als Rang der Koeffizientenmatrix des Systems der C” , ergibt sich daraus: 


+ b—1 
92 Via A ! ? an = y’ ; 
25 oo a, Pr n ¢ n Pr. n n B., n/ a bad +1 B 


n=0 n=0 


An der Durchfiihrung und den Ergebnissen des Beweises indert sich 


nichts, wenn simtliche Elemente einer oder mehrerer Matrizen || «” 


Tal x i 


baw. ||P _ | gleich Null gesetzt werden, da iiber die «?, und 


Tr Tn 


m 


m . . 
i. nichts vorausgesetzt wurde, auBer daB sie den Bedingungen (23) 
m1 


bzw. (24) geniigen. 


Geometrische Bedeutung der Hilfssiitze. 


5. Die Matrix des im Satz 5 behandelten Linearformensystems der 


C’,, «, hat die Gestalt der Matrix E/ der cf. Allee”, (fiirn—0 und n> p) 
7™ ntn—1 
m 


und alle y, , (fir m=-0 und m>gq) sind gleich Null zu setzen. 
m *m i 

Daraus ergibt sich &,—0 (fiir n= 0 und n>p) und £, =0 (fiirm=0 

und m>q), was den Festsetzungen (6) entspricht. AuBerdem sind fiir 


den Fall, da8 


1> p: wenn m <1 — p, auch alle 7% , , und damit f,, gleich Null zu setzen, 
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und falls 


i> q: wenn n <1 —q, auch alle e? , _, und damit @, gleich Null zu setzen. 


Ferner ist k= 1, 6,=1; #,=—(— 1)". Den Beziehungen (23) und (24) 
entsprechen die Beziehungen (8) und (9). 
Nach Satz 5 ist also der Rang 7, von EH}, wenn 
—1 


i 
l<Sp: > («, B,- n + a, By. ad &,, By- m me a G41, 
n=0 


n=0 
Pp _ p-1 
<n: y ! —— a ae 
p<l<q: > («, B,_., + @, B, nu «,, B, n) > @ sa Py n 
n=0 n=0 
g , P-1 
= p , tap _ 2 = vy 
L> q: a (&, Bi. @,, B, n &,, B,_,,) — @ 448, n? 
n=l-@ n=l-q 


wobei @ = 0, 6,0. Unter weiterer Beriicksichtigung von (6) erhilt 


man fiir jeden Wert von 1/=1,2,...,(p+q): 
P ' 
(14) 7,= »(4,A)-, - &, B, » ~ &,A-.* @+1P,-4)- 
n=0 


Wendet man diese Formel auch fiir Werte von /< 1 und / > p-+q an, 
so ergeben sich fiir y, ganz analoge Festsetzungen, wie fiir @, und #,, in (6). 


6. Aus den Sitzen 2, 4 und 5 lassen sich auch Folgerungen ziehen 
fiir die in C vorkommenden, geschlossenen, orientierbaren Gebilde, da jeder 


in den = identischen linearen Beziehung zwischen den auf der rechten 
/ 1 


Seite von (12) stehenden Linearformen ein solches /-dimensionales Gebilde 
in C entspricht. 

So besagt Satz 2, dessen Linearformen den Berandungsrelationen einer 
einzigen Stufe entsprechen: In C gibt es («, — &,)(f,_,, — A,_,,) und nur 
so viele aus Zellen n-ter Stufe zusammengesetzte, /- dimensionale, geschlossene, 
orientierbare Gebilde, die voneinander unabhingig sind (d. h. die sie dar- 


stellenden Kongruenzen \’ 4, . a™ b™ —)0 sind voneinander linear un- 
aum ” Sm 


ow 
abhangig). Ein vollstindiges System solcher Gebilde kann man erhalten 
gema£ Beziehung (7) durch die Produkte von («, — @,-) geschlossenen, 
orientierbaren, voneinander unabhiingigen, n-dimensionalen Gebilden in A 
mit (/, 


» — B-,,) geschlossenen, orientierbaren, von einander unab- 
hangigen, (1 — n)-dimensionalen Gebilden in B. 

Die Beziehungen (22a) in Satz 4, iibertragen auf die Berandungs- 
relationen von C, stellen, wenn den Linearformen C,-:,” und C,-,: die 
Relationen (10,n,1—n) baw. (10,n+1,1/—n—1) entsprechen, die 
Relationen (10, n-+-1,1—n) dar; das sind die Berandungsrelationen der 
(l+-1)-dimensionalen Zellen (n + 1)-ter Stufe. 


6* 
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Aus dem ersten Teil des Satzes 5 folgt demnach fiir C: 

Satz 6. Jedes /-dimensionale, orientierbare, geschlossene Gebilde in 
C laBt sich zerlegen in Produkte aus einem n-dimensionalen, orientier- 
baren, geschlossenen Gebilde in A mit einem (/ — n)-dimensionalen, orien- 
tierbaren, geschlossenen Gebilde in B und in vollstandige Berandungen 


von (1+ 1)-dimensionalen Zellen von C. 


Die Bettischen Zahlen der Produktmannigfaltigkeit. 


7. Aus (11), (13) und (14) folgt fiir die Bettischen Zahlen det 
Mannigfaltigkeit C: 


v dD 
> ‘ Vie B ; ; 
P, l ai “yn P how «,, P) n Cn , @,B n «,, iP n 
n=v n=VU 
Pp 
y’ ; 
— ¢ nf i e., P, 1 n . n B, i n ¢ nt+iPi+s " 
n=0 
: » 
— be 5 , 
= 2\a, p c Py “, B,., , _B, : «, P, 
n=0 
Q 
a , 1 bat B, 1 n c n+1 Py n ¢ nti p 1 n 


Hieraus folgt, wegen 


p 
y’ ; 
et “un Pits 


und damit der 

Satz 7: Sind die Bettischen Zahlen einer p-dimensionalen Mannig- 
faltigkeit A und einer q-dimensionalen Mannigfaltigkeit B definiert durch: 
(15 P. l , &,—@,,, bzw. P 1 B.. — Ba — Bmsis 


wobet «, die Zahi der n-dimensionalen Zellen, &, die Zahl derjenigen 


n-dimensionalen Zellen von A ist, die nicht durch eine Kongruenz ver- 
kniipft sind, und B,, uud B,, die entsprechende Bedeutung fiir B haben, 
«,=0 bw. B,=0 fir n<0 und n>p bow. m<0 und m>gq, 
& =0 bw. BB, =0 fiir n<0 und n>p dew. m<0 und m> gq ge- 
setzt werden und die Definitionen (15) fiir alle Werte von n und m gelten 
sollen, so erhdlt man fiir die Bettischen Zahlen der aus A und B ge- 


bildeten Produktmannigfaltigkeit C: 


vp » 
(16) Pi —1= 5(P2—1)(P6..—1) [t—1,2,...,(p+q)}. 


n=0 
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Die bei der Durchfiihrung des Beweises gemachte Annahme: p <q ist 
fiir die Formel selbst unwesentlich wegen der in p und g symmetrischen 
Gestalt der Formel; denn es ist, da P; —1=—0 fiir n<0 und n>p 
und P§—1=0 fiir m< 0 und m>q: 


p ‘ i P q : 
S(Pa—1)(Ph-n2—1)= S (Phim —1)(Pe—1)=3(Pa—1)(Pi-m—1). 


n=0 m=l—p m=0 


Formel (16) 14Bt sich deshalb auch schreiben: 


(17) Pi—-i= > (PR —1)(P6—1). 
n,m 
n+m=l 


8. Hat man eine Produktmannigfaltigkeit A, ...., aus » Faktoren 
A,, A,,.--, A,, 80 ergibt sich aus (17) durch vollstindige Induktion fiir 
die Bettischen Zahlen von A; 2 .. »: 
ao *"-1=— 5 (Pe —1)(Pp-*—1)...(Pe. —1)(P—1), 

Lak ~ : , 
bk, +khgt+... +k, =k 
wobei P; die Bettische Zahl k-ter Dimension der Mannigfaltigkeit A, be- 
deutet. 

Insonderheit folgt aus (18), wenn jede Faktoren-Mannigfaltigkeit zu- 
sammenhangend ist, da nach den Festsetzungen (6) fiir jede zusammen- 
hangende Mannigfaltigkeit P, — 1 = 1 ist*®): 

n 


‘ n , e , 
pi? ow@ 4 - 3(Pi 1); P} Byeeey Me SPi-—(n—1). 


t=1 i=1 
Erlangen, Math. Seminar, Sept. 1922. 
1°) a, —&, ist in diesem Falle gleich 1. Tietze, a. a. O. S. 35, Anm. 1. Poin- 


caré, Compl. & l’anal. sit,, a. a. O. 8. 299, wobei zu beachten ist, da® fiir a! bei 
Poincaré in dieser Arbeit a, —&@,4, gesetzt ist (s. S. 67 Anm. *)). 


(Eingegangen am 15. 2. 1923.) 








Zur Steinerschen Definition der Projektivitit. 
Von 


Richard Baldus in Karlsruhe 


In der Geometrie der Lage wird nach Einfiihrung der uneigentlichen 
Elemente die Projektivitét zwischen zwei Grundgebilden erster Stufe in 
verschiedener Weise definiert: entweder durch eine Kette von Perspek- 
tivitaéten, oder aus der Invarianz, sei es des allgemeinen Doppelverhilt- 
nisses, sei es speziell der harmonischen Wiirfe, endlich nach dem Beispiele 
J. Steiners') als Beziehung, die zwischen den beiden urspriinglich per- 
spektiven Gebilden besteht, nachdem sie irgendwie gegeneinander verschoben 
worden sind. 

Ein systematischer Nachteil des Steinerschen Weges gegeniiber den 
anderen Definitionen liegt darin, daB8 auf ihm bei der Einfiihrung der 
Projektivitat die Kenntnis von Eigenschaften der Bewegungstransforma- 
tionen, demnach von (metrisch ausgezeichneten) Kollineationen voraus- 
gesetzt wird”). Viel stirker ist jedoch der durch die hier folgenden Be- 
trachtungen begriindete Einwand, daB sich die Steinersche Definition 
nicht mit den itibrigen Definitionen deckt, und das nicht nur im Kom- 
piexen, sondern auch in der reellen projektiven Ebene. 

Das Ziel der vorliegenden Ausfiihrungen ist zunachst die Bestimmung 
der Grenzen, innerhalb deren die Steinersche Definition mit den iibrigen Defi- 
nitionen iibereinstimmt. Dabei liegt der Vergleich der Steinerschen Auffas- 
sung mit den iibrigen Definitionen in der Antwort auf die Frage, ob sich stets 
zwei nach den iibrigen Definitionen projektive Grundgebilde zueinander 
perspektiv legen lassen. Hieriiber findet man in zahlreichen Darstellungen 


*) Steiner, J.: Systematische Entwicklung der Abhangigkeit geometrischer Ge- 
stalten von einander, Berlin 1832, S.3 

*) Wenn trotzdem manche Autoren bei einer ersten Einfiihrung in die pro- 
jektive Geometrie dem Steinerschen Beispiele folgen, geschieht dies wohl in erster 
Linie aus pidagogischen Griinden 








R. Baldus. Steinersche Definition der Projektivitat. 87 


der Geometrie der Lage — auch ohne Zusammenhang mit der Steiner- 
schen Definition — Siatze, deren Fassung notwendige Einschrankungen 
unberiicksichtigt lat. Einfache und scharfe Formulierungen dieser Satze 
iiber die perspektive Orientierung projektiver Grundgebilde zu liefern ist 
das dem ersten benachbarte zweite Ziel dieser Uberlegungen, und zwar 
bei Beriicksichtigung komplexer Grundgebilde und komplexer Bewegungen. 
Von der reellen Ebene ausgehend, fiihrt dabei der Weg iiber die komplexe 
Ebene zum reellen Raume mit komplexen Punkten. 


$1. 
Reelle, verschiedenartige Grundgebilde in der Ebene. 


1. Der Perspektivitatssatz. In einer reellen Ebene seien zwei 
zueinander projektive Grundgebilde 1. Stufe gegeben, die gegeneinander 
perspektiv gelegt werden sollen, und zwar — das ist der interessanteste 
Fall — zwei verschiedenartige Grundgebilde. Hierbei wird vielfach der 
im folgenden als ,,Perspektivitdtssatz“ bezeichnete Satz ausgesprochen, 
dag eine Punktreithe und ein zu thr im Sinne einer der iibrigen Definitionen 
projektives Strahlenbiischel immer in perspektive Lage gebracht werden 
kénnen *). 

Man erkennt sofort, daB diese iibliche Fassung des Satzes nach der 
Einfiihrung der uneigentlichen Elemente, die seit Steiner immer voraus- 
geht, nur mit Einschrankungen gilt. Der Satz versagt z. B. in folgenden 
Fallen: a,c seien zwei zueinander parallele eigentliche Gerade und b ihre 
Mittelgerade, weiterhin seien A, B,C drei ihnen projektiv zugeordnete 
eigentliche Punkte einer Punktreihe, ohne daB B Mittelpunkt der Strecke AC 
ist; oder B ist zwar Mittelpunkt von AC, aber der Abstand AC kleiner 
als der Abstand ac. 

Daraus folgt zunichst, daf fiir die nach Steiner definierten Pro- 
jektivitaten der Fundamentalsatz, demzufolge jede und immer eine nicht 
ausartende Projektivitat zwischen zwei Grundgebilden 1. Stufe durch die 
Beziehung zwischen drei Elementepaaren festgelegt werden kann, nur 
mit Einschrénkungen gilt, oder, was auf dasselbe hinauskommt, daf in 
der reellen (und auch in der komplexen) projektiven Ebene die Steiner- 
sche Definition der Projektivitat enger ist als die wibrigen Definitionen. 

In den ganzen folgenden Betrachtungen sind die Projektivitaéten, Kol- 
lineationen, Perspektivitiiten als nicht singuldr, demnach ausnahmslos um- 


5) Der Perspektivititssatz findet sich, um nur die iltesten Autoren zu nennen, 
bei A. F. Mébius: Der barycentrische Calcul, 1827, § 228, und bei J. Steiner a. a. O. 
8. 12, und zwar mit voneinander verschiedenen Beweisen. In den neueren Darstellungen 
wird in der Regel der Steinersche Beweis wiedergegeben. 
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kehrbar eindeutig vorausgesetzt. Projektivitéten im Steinerschen Sinne 
werden ausdriicklich als solche bezeichnet, sonst sind immer Projektivitaten 
nach einer der iibrigen Definitionen gemeint. 

2. Der Fall reeller, eigentlicher Trager. g(Q,R,S,...) sei 
eine Punktreihe, G(q,r,s,...) ein zu ihr projektives Strahlenbiischel, 
beide reell mit eigentlichen Triagern, und g soll perspektiv zu @ gelegt 
werden. Hier empfiehlt sich eine von den iiblichen Verfahren (vgl. Anm. *)) 
abweichende Uberlegung, die zwar konstruktiv etwas umstindlicher ist, 
die jedoch ohne weiteres die Einschrankungen des obigen Satzes liefert 
und sich unmittelbar auf das Komplexe iibertragen laBt: 

a sei der Strahl von G, der dem uneigentlichen Punkt A,*) von g 


entspricht. Ist g,(Q,, R,,S,,...) die gesuchte zu G@ perspektive Lage 
der Punktreihe, dann miissen g, und a@ zueinander parallel sein. Aus 
irgendeiner Lage g,(Q,, R,, S,,...) der Punktreihe, in der nur g, ||a und 


Q, ein eigentlicher, von G verschiedener Punkt von gq ist, erhailt man 
eine der beiden bekannten zu G perspektiven Lagen der Punktreihe, in- 
dem man durch einen der beiden Punkte von g,, welche von Q, den 
Abstand Q,R, = QR haben, die Parallele zu qg zieht; sie schneidet aus r 
den Punkt R, aus. Demnach gilt der 


Satz 1. In einer eigentlichen, reellen Ebene kénnen eine reelle Punkt- 
rethe und ein zu thr projektives reelies Strahlenbiischel durch eine reelle, 
endliche Bewegungstransformation immer dann zueinander perspektiv ge- 
legt werden, wenn die beiden Grundgebilde eigentliche Trager haben. 


8. Reelle, uneigentliche Trager. DaB die Einschrankung iiber 
die Trager, welche hier der iiblichen Fassung des Perspektivititssatzes 
hinzugefiigt wurde, notwendig ist, sieht man einfach, wenn man einen 
oder die beiden Trager uneigentlich annimmt und das Verfahren von Nr. 2 
versucht. Dabei wird neben den allgemeinen Kollineationseigenschaften 
der reellen endlichen Bewegungstransformationen ( punktweise Eineindeutig- 
keit, Linearitét) die Unverinderlichkeit des Quadrates der Entfernung 
zwischen zwei Punkten beniitzt und die Tatsache, da8 bei jeder solchen 
Bewegung ein (un )eigentliches Element (un )eigentlich bleibt. 

Es versagt aber in den verschiedenen Fallen die iibliche Fassung des 
Perspektivitatssatzes in verschiedenem Ma8e: sind namlich beide Trager 
uneigentlich, dann gibt es zwischen den beiden Grundgebilden keine einzige 
Projektivitat, in der die iibliche Fassung anwendbar ware; ist dagegen 
nur g, uneigentlich, dann gilt sie bei gegebenem g,(Q,, R,,S,,..-), 
G und g nur fiir eine einzige Projektivitét; wenn endlich nur G, un- 
eigentlich ist, bleibt sie solange richtig, als die Punktreihe auf g dem 


*) Der Index u bezeichnet im folgenden uneigentliche Gebilde. 
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Normalschnitte des Parallelstrahlenbiischels kongruent oder aus ihm durch 
eine proportionale VergréBerung hervorgegangen ist*). Im zweiten Falle 
gibt es, wenn iiberhaupt eine, dann (reell gezihlt) oo* perspektive Lagen 
zwischen der festen Punktreihe und dem beweglichen Strahlenbiischel, im 
dritten Falle co’ perspektive Lagen zwischen der beweglichen Punktreihe 
und dem festen Strahlenbiischel. 

§ 2. 

Komplexe, verschiedenartige Grundgebilde in der Ebene. 


4. Komplexe Bewegungen in der reellen Ebene. Zieht man, 
wie es schon J. V. Poncelet getan hat, auch imaginaére Elemente in pro- 
jektive Betrachtungen herein*), dann lassen sich leicht auch Fille eigent- 
licher Trager angeben, in denen die tibliche Fassung des Perspektivitats- 
satzes zu weit ist, so daB selbst der in Nr. 2 ausgesprochene verscharfte 
Satz 1 nur im Reellen gilt. 

Wahit man als Koordinatenachsen in der reellen, eigentlichen Ebene 
irgend zwei komplexe, zueinander senkrechte, eigentliche, anisotrope Ge- 
rade**), dann sind die Gleichungen der allgemeinsten Bewegungstransfor- 
mation in dieser Ebene (d.h. der linearen Transformation, welche das 
absolute Gebilde in sich iiberfiihrt, die Quadrate der Entfernungen un- 
verandert 14% und die Substitutionsdeterminante i hat) 

aS mis 2t 
1+¢° ne” 
, _2¢ , .1-#° 


=f at omemni 
y 1+¢° ise 


(1) 


C,, C,, t sind beliebige komplexe GréBen, 2-arctg(—t¢) ist der zur Be- 
wegung gehérende Drehwinkel. Fiir den Perspektivitétssatz kommen nur 
Bewegungen in Frage, welche zwei getrennte Punkte in zwei getrennte 
Punkte iiberfiihren, d. h. Bewegungstransformationen, welche zu _nicht- 


5) Ist nur G,, uneigentlich und 148t man die Beschrankung auf reelle Bewegungs- 
transformationen fallen, dann gilt die itibliche Fassung fiir alle Punktreihen auf g, 
die dem Normalschnitte von G, projektiv ahnlich sind. Wenn dabei g eine Ver- 
kleinerung des Normalschnittes ist, dann wird durch die Bewegungstransformation 
aus dem reellen Trager g eine imaginare Gerade. 

*) Bei metrischen Spezialisierungen projektiver Uberlegungen spielen in bekannter 
Weise die isotropen Richtungen und die absoluten Punkte, auf die hier naher ein- 
gegangen werden muB, herein. Es sei nur an die Brennpunkte der Kegelschnitte 
erinnert, an die Auffassung der logarithmischen Spiralen als W-Kurven oder an die 
Einordnung der Inversionen in die quadratischen birationalen Transformationen. 

*) Der Zusatz ,eigentlich“ in Verbindung mit ,,(an)isotrop“ wird im folgenden 
wegzelassen. 








90 R. Baldus. 


singularen Kollineationen (1) fiihren, weil die als nicht-singulaér voraus- 

gesetzte Projektivitat zwischen Punktreihe und Strahlenbiischel nicht durch 

die Bewegung singular werden soll. Dadurch ergeben sich die Unglei- 

chungen 

(2) Sey t t= +7, *) 
q°@ 


wahrend ¢ unendlich werden kann. 

Eine Transformation (1), welche (2) erfiillt, hat die Eigenschaft, 
eigentliche Punkte wieder in eigentliche Punkte iiberzufiihren, sie mége 
daher als ,,eigentliche“‘ Bewegungstransformation bezeichnet werden. Die 
eigentlichen Bewegungstransformationen haben die in Nr. 3 erwihnten 
Eigenschaften der reellen endlichen Bewegungen und verindern auBerdem 
den isotropen Charakter einer Gerader nicht. Im iibrigen kann durch sie 
jede anisotrope Gerade mit jeder anisotropen Geraden zur Deckung ge- 
bracht werden, dagegen jede isotrope Gerade nur mit jeder zu ihr par- 
allelen (isotropen) Geraden. 

In bekannter Weise projektiv gedeutet*), sind diese Bewegungstrans- 
formationen identisch mit den zentralen Kollineationen, deren Achse mit 
der uneigentlichen Geraden zusammenfillt und das Zentrum enthalt (an- 
isotrope und isotrope Schiebungen), und mit den Kollineationen, welche 
die absoluten Punkte J, und J, sowie einen eigentlichen Punkt O fest 
lassen und einen (und damit jeden) nicht zerfallenden Kegelschnitt in 


*) Gerade die hier ausgeschlossenen Werte ¢ = +i sind bei vielen Fragen von Be 
deutung. La&t man eine (anisotrope) Ebene um den Koordinatenanfangspunkt rotieren, 
dann liefern diese Werte die absoluten Punkte der Balnkreise; die Punkte der isotropen 
Geraden x +iy=0 durchlaufen diese Geraden selbst; konvergiert ¢ gegen den Wert 

+,.i, dann riickt jeder Punkt der Ebene, der nicht auf der isotropen Geraden z ,4,iy = 0 
liegt, in den uneigentlichen, absoluten Punkt der isotropen Geraden a ,.+,iy = 0, wih 
rend sich die eigentlichen Punkte der Geraden x .4,iy=0 dem Nullpunkte nabhern 
In der analytischen Fassung der Drehflichen stecken diese singularen Transformationen 
mit darin. Sie liefern beispielsweise die Lésung des folgenden Paradoxons: Es ist 
eine anisotrope (z. B. reelle) Drehachse a gegeben und eine algebraische Kurve » -ter 
Ordnung (C,), welche diese Gerade nicht trifft (z. B. eine zu a windschiefe Gerade) 
Bei der Rotation um a erzeugt (C,) eine Drehfliche 2n-ter Ordnung, die von jeder 
Geraden, auch von a, in 2” Punkten getroffen wird. Wie kénnen Flichenpunkte 
auf der Drehachse auftreten, da die gedrehte Kurve (C,,) die Achse nicht trifft? Die 
erwahnten singuliren Transformationen bringen bei der Rotation Punkte, die auBer- 
halb a liegen, auf a, hier die 2m Punkte von (C,) in den beiden isotropen Ebenen 
durch a. Uber die ,isotropen“ Drehwinkel, die den Werten ¢ i entsprechen 
vgl. R. Baldus: Ober die Flichen, welche die Strahlen eines Biindels unter festem 
Winkel schneiden, Heidelberger Berichte, Math.-Naturw. Klasse, Abt. A, Jahrg. 1921, 
10. Abhdlg., Nr.1. Zum Verhalten der absoluten Punkte zur Abstandsdefinition des 
Kreises vgl. daselbst Nr. 6, Anm. 2 


*) Klein, F.: Ges. Math. Abhdign. 1 (Berlin 1921), S. 283. 
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sich iiberfiihren, der OJ, und Ol, in J, und I, beriihrt (Drehungen um QO). 
Zu den letzteren gehéren auch die involutorischen zentralen Kollineationen 
mit dem Zentrum O und der Achse J, J, (Drehwinkel 2). 


uu 

5. Der Perspektivitatssatz in anisotropen Ebenen. Aus dem 
Verfahren von Nr. 2 folgt nach den soeben gemachten Bemerkungen, daB 
sich, eigentliche Trager vorausgesetzt, die Punktreihe sicher dann _per- 
spektiv zum Strahlenbiischel legen l48t*), wenn sowohl g als auch a an- 
isotrop ist, und zwar auf zwei Weisen. 

Bei isotropem g ist fiir die perspektive Orientierung notwendig und 
hinreichend, daB auch a isotrop ist, und zwar parallel zu g. Es gibt 
hier bei festgehaltenem Strahlenbiischel eine (komplex) einparametrige 
Schar von eigentlichen Bewegungstransformationen, deren jede eine per- 
spektive Lage herbeifiihrt; diese Lagen der Punktreihe sind zueinander 
parallel. 

Unmdglich ist die perspektive Orientierung in folgenden Fallen '°): 

a) g und G eigentlich, g isotrop, a nicht parallel zu g; 

b) g und G eigentlich, g anisotrop, a isotrop; 

c) g, und G, uneigentlich ; 

d) g, uneigentlich, G eigentlich, die Punkte J, und J, von g, liegen 
nicht auf den ihnen entsprechenden Biischelstrahlen; 

e 


g eigentlich, G, uneigentlich, a eigentlich; 

f) g eigentlich, G, uneigentlich, g ist isotrop und enthalt G,. 

Aus a) und b) folgt, daf im Komplexen auch bei eigentlichen Trdagern 
die Steinersche Definition der Projektivitdt zu eng ist und daB auch fiir 
die Steinerschen Projektivitaten mit eigentlichen Tragern der Fundamental- 
satz nicht gilt. 

Die in Nr. 4 eingefiihrte Voraussetzung der reellen Ebene verliert ihre 
Berechtigung, wenn man die vorliegenden Ergebnisse im dreidimensionalen 
reellen Raume mit komplexen Punkten verwenden will. Ist die Ebene 
der beiden Grundgebilde imaginér und anisotrop, dann andert sich an dem 
Inhalte von Nr. 4 und 5 nichts, da der reelle Charakter der Ebene nirgends 
beniitzt wurde; es war lediglich ein rechtwinkeliges Koordinatensystem 
angenommen worden, was nur in der uneigentlichen Ebene und in isotropen 
Ebenen unzulissig ist. Damit ist der fiir komplexe Grundgebilde und Be- 
wegungen giiltige Satz gewonnen: 

*) Wird die Punktreihe durch eine Bewegungstransformation IT perspektiv zum 
Strahlenbiischel gelegt, dann legt die Bewegungstransformation T-* das Strahlen- 


biischel perspektiv zur Punktreihe. Daher geniigt im folgenden die Betrachtung eines 
dieser beiden Fille. 


*) Die leicht angebbaren Spezialisierungen hieraus fiir den Fall reeller Gebilde 
enthalt der zweite Teil von Nr. 3. 
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Satz 2. In einer antsotropen Ebene kénnen eine Punktreihe und ein 
zu thr projektives, aber nicht perspektives Strahlenbiischel"') durch eine 
eigentliche Bewegungstransformation"') zuetnander perspektiv gelegt werden, 
wenn die beiden Grundgebilde eigentliche Trdger g,G haben und der dem 
uneigentlichen Punkte von g entsprechende Strahl entweder gleichzeitig 
mit g anisotrop ist oder gleichzeitig mit g isotrop und zu g parallel ist. 

Will man unter den Voraussetzungen des Satzes 2 bei der perspektiven 
Orientierung nicht das Strahlenbiischel @, sondern die Punktreihe g fest- 
halten, dann erhailt man die gesuchte Lage G, in prinzipiell einfachere1 
Weise als nach dem iiblichen Verfahren folgendermaBen: B,C seien die 
Punkte von g, die den isotropen Strahlen b,c durch G entsprechen; man 
zieht, wenn B und C eigentliche Punkte sind, durch B die Parallele b, 
zu b, desgleichen c, {|c durch C und erhalt G, als Schnittpunkt von b, 
undc,. G,Q bestimmt als q, die Lage des Biischels. Ist B uneigentlich, 
dann kann man G, auf c, beliebig wihlen. 

6. Bewegungen des Raumes™). In Nr. 5 wurde die eigentliche 
Ebene, in der die beiden Grundgebilde liegen, als anisotrop vorausgesetzt. 
Nun werde diese Ebene als isotrope Ebene «, angenommen und _ gleich- 
zeitig als Bestandteil eines (linearen) dreidimensionalen, eigentlichen, reellen 
Raumes R, mit komplexen Punkten betrachtet*’). 

Als eigentliche Bewegungstransformation in e, werde eine Kollineation 
bezeichnet, die in e, dadurch hervorgerufen wird, daB der R, einer eigent- 
lichen Bewegungstransformation unterworfen wird, welche «¢, in sich iiber- 
fiihrt*'). Die Bewegungen in e, mégen dabei projektiv behandelt werden’*”), 
daher auch die sie definierenden Bewegungen des R,. 


) In der Folge werden bei der Fassung der Siitze die beiden Bemerkungen 
weggelassen, daB die beiden Gebilde nicht von vornherein zueinander perspektiv liegen 
sollen und da8 nur eigentliche Bewegungstransformationen beriicksichtigt werden sollen 

%) Die Betrachtungen dieser und der folgenden Nr. decken sich zum Teile mit 
Ausfiihrungen bei H. Beck, Zur Geometrie in der Minimalebene, Sitz.-Ber. d. Berliner 
Math. Ges. 12 (1913), 8S. 14—30. Dort werden unter anderem die Bewegungstrans- 
formationen in einer isotropen Ebene angegeben 

**) Hier interessiert nur der Fall des reellen R,, doch wiirde sich bei imaginirem, 
anisotropem R, an Nr. 6 und 7 nichts andern. 

“) Diese bekannte Einbettung eines isotropen Raumes S,_, in einen aniso 
tropen R, zur Definition der Bewegungstransformationen des S,_, aus solchen des R,, 
liefert, entsprechend der mit n steigenden Zah] von Transformationstypen im R,, fiir 
einen S,_, mehr Arten von Bewegungstransformationen als fiir einen R,_,. So sind 
die Bewegungstransformationen in einer anisotropen Geraden identisch mit den Pro- 
jektivitaten, welche zwei zusammenfallende uneigentliche Doppelpunkte haben, wib- 
rend sie sich in einer isotropen Geraden mit den Projektivititen decken, welche 
entweder einen eigentlichen und einen uneigentlichen Doppelpunkt oder welche zwei 
vereinigte uneigentliche Doppelpunkte haben. 

**) Dadurch ist es mdglich, ein in ¢, liegendes Koordinatensystem zu beniitzen. 
das ja nicht rechtwinkelig sein kann. 
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Projektiv sind unter den Bewegungstransformationen des R, folgende 
Typen zu unterscheiden, wobei w, die uneigentliche Ebene des R, und 
(K), dessen absoluten Kegelschnitt bezeichnet: 


I. (K), — und damit w, — geht punktweise in sich iiber. 


a) Allgemeinste riumliche zentrale Kollineation mit der Kollineations- 
ebene w, und einem Zentrum A, in w, auBerhalb (K),. Aniso- 
trope Schiebung in der Richtung auf A,. 


b) Dasselbe, aber das Kollineationszentrum in einem Punkt J, von 
(K),. Lsotrope Schiebung auf I, zu. 


II. (XK), wird in sich transformiert mit genau zwei, getrennten Fest- 
punkten J,,J,. P, sei der Pol von [, J, beziiglich (K),,. 


a) Allgemeinste Kollineation des R, mit der erwahnten Bedingung 
fiir (K),, in der auf einem eigentlichen Strahle p durch P, zwei 
Doppelpunkte in P, zusammenriicken; p bleibt nicht punktweise 
fest. Anisotrope Schraubung um p.**) 

b) Dasselbe, aber p bleibt punktweise fest. Anisotrope Drehung 
um p. 


III. (K), geht, nicht punktweise, in sich iiber mit zwei zusammenfallenden 
Festpunkten. J, sei dieser Punkt, ¢, die Tangente in ihm an (K) 


a) Allgemeinste Kollineation des R,, die (K), in dieser Weise trans- 
formiert und in der alle Strahlen eines Biischels mit dem 
Scheitel J, (das ¢, enthalt) sich selbst entsprechen. Ein eigent- 
licher Strahl g,; dieses Biischels bleibt dann punktweise fest. 
Isotrope Drehung um q;.*") 


b) Allgemeinste Kollineation des R, mit der erwahnten Bedingung 
fiir (K),, in der kein eigentlicher Strahl durch J, sich selbst 


entspricht. IJsotrope Schraubung, zusammengesetzt aus einer 
Drehung um eine eigentliche Gerade durch J, und einer Ver- 
schiebung, welche nicht die Richtung nach einem Punkte von 1, 
hat**), 


**) Hier und im folgenden sind bei der Schraubung die Grenzfille der Drehung 
und der Schiebung ausgeschlossen. 

”) Kurz fiir: Drehung um die isotrope Achse q,. 

*) Liegt eine solche Schraubung vor, dann kann jede eigentliche Gerade durch 
I,, als zugehérige Drehachse gewahit werden. Dreht man um eine isotrope Achse q; 
und schiebt in der Richtung der Achse oder in einer anderen Richtung, die in der 
isotropen Ebene durch q, liegt, dann resultiert eine (isotrope) Drehung um eine zu 
q: parallele Achse. Vgi. hierzu H. Beck, Die Gruppe der Minimalgeraden, Leipziger 
Ber. Math.-phys. KI]. 64 (1912), S. 35-56, vor allem 8.47. Dort treten zufolge der 
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7. Bewegungen in isotropen Ebenen. Wahrend im Falle III, b) 
von Nr.6 keine isotrope Ebene in sich transformiert wird, fiihren die 
iibrigen Fille auf sechs Arten von nicht identischen, eigentlichen Bewegungs- 
transformationen in einer isotropen Ebene ¢;. Es sind dies die allgemein- 
sten Kollineationen von folgenden Eigenschaften, wenn J, den absoluten 
Punkt und ¢, die uneigentliche Gerade von ¢, bezeichnet: 


1. Durch I,a) wird jede A, enthaltende Ebene ¢, zentralkollinear auf 
sich bezogen, mit der Kollineationsachse ¢, und dem Kollineationszentrum A, . 


2. Ersetzt man in 1. A, durch J,, dann entspricht dies dem Fall I, b). 


8. Durch II, a) entsteht in jeder der beiden p enthaltenden Ebenen «, 
eine Kollineation mit dem Festpunkt J, (oder J,) und zwei auf p in P, 
zusammenfallenden und keinen weiteren Festpunkten"”). 


4. Im Falle II, b) tritt in jeder der beiden p enthaltenden Ebenen «, 
eine zentrale Kollineation mit der Achse p und dem Zentrum /, 
(oder J,) auf. 


5. Durch III, a) wird die Ebene ¢,,q; in sich zentralkollinear trans- 
formiert mit der Achse g,; und dem Zentrum / 


* 

6. Der gleiche Fall erzeugt in den ¢,, aber nicht g, enthaltenden 
Ebenen «, Kollineationen, die ¢, in sich iiberfiihren und drei in J, zu- 
sammenfallende und keine weiteren Festpunkte haben *®). 


Es gibt in einer Ebene ¢«,, komplex gezahlit, «' Bewegungstrans- 


formationen vom Typus 2., co* von den Typen 1. und 5., oc* von den 
Typen 4. und 6., cof vom Typus 3.**). 


Fragestellung die isotropen Schraubungen nicht auf; die dort S. 46 eingefiihrten 
»Minimalschraubungen“ sind gleichzeitig , Minimaldrehungen“, d. h. isotrope Drehungen. 

Im Gegensatze zum R, und zur anisotropen Geraden (Anm. *)) erfordert die 
projektive Fassung der Bewegungstransformationen in der anisotropen Ebene (Nr. 4 
- und dies ist typisch fiir die anisotropen Riume gerader Dimension — eine Aussage 
iiber quadratische Mannigfaltigkeiten, welche das absolute Gebilde enthalten (hier 
konzentrische Kreise). 

'%) Irgend zwei einander entsprechende Punktreihen durch P, sind zueinander 
perspektiv mit dem Perspektivitatszentrum auf t, 

*) Jede ebene Kollineation mit genau drei und in einem Punkt F zusammen- 
fallenden Festpunkten fiihrt eine Gerade f durch F in sich iiber, dazu jeden Kegel- 
schnitt eines Biischels. Diese Kegelschnitte beriihren f in F zweipunktig und einander 
vierpunktig. (Im Falle 6. sind diese Kegelschnitte die Projektionen von (K),, auf ¢ 
aus den Punkten von q;.) Irgend zwei einander entsprechende Punktreihen durch F 
sind perspektiv mit dem Perspektivitaitszentrum auf /. 

**) Die isotrope Gerade ist nach Anm. ™) in sich ,.beweglicher“ als die anisotrope 
Gerade, da ihre Bewegungstransformationen eine zweigliedrige Gruppe bilden, im Gegen- 
satze zur eingliedrigen Gruppe bei der anisotropen Geraden; ihre Lage in sich ist durch 
die Fixierung eines eigentlichen Punktes noch nickt bestimmt. Ahnliches gilt von 
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8. Der Perspektivitatssatz in isotropen Ebenen. Liegt in e¢, 
eine Punktreihe g(Q, R,S,...) und ein zu ihr projektives (aber nicht 
perspektives) Strahlenbiischel G(g,r,s,...), dann erkennt man aus den 
Transformationen 1.—6. von Nr.7, ob und wie sich g perspektiv zu G 
legen 1aBt: 

A) Sind die Trager g und G eigentlich und entspricht wieder der Strahl 
a durch G dem uneigentlichen Punkt A, von g, so gibt es keine perspek- 
tive Lage, wenn genau eine der beiden Geraden g und a isotrop ist. 

B) Sonst ist bei eigentlichen Tragern die perspektive Orientierung stets 
moglich, und zwar kann man bei anisotropem g und a die Punktreihe g 
in einer Weise perspektiv zum Biischsel legen. Hier sind, wenn b, den 
isotropen Strahl des Biischels und B den ihm entsprechenden, eigentlichen 
Punkt von g bezeichnet, folgende vier Fille zu unterscheiden, wobei es 
gleichgiiltig ist, ob G auf g liegt oder nicht: 

«) a\g oder a=g, B auf b,. Es gibt eine Transformation vom 
Typus 2., welche g(Q, R,S,...) in g,(Q,, R,,8,,...) itiberfiihrt und 
(komplex gezahlt) oo’ Transformationen 4. 

8) a\\g oder a=g, B auBerhalb b;. Eine Transformation 1., oc’ 
Transformationen 3. 


y) a und g treffen ¢, in verschiedenen Punkten, B auf b,. Eine 
Transformation 5., co? Transformationen 4. 


6) a und g treffen ¢, in verschiedenen Punkten, B auBerhalb ),. 
Eine Transformation 6., co! Transformationen 3. 


C) Bei tsotropem g und a, wieder eigentliche Trager vorausgesetzt, 
treten drei Méglichkeiten auf: 

e) g enthalt G. Es gibt eine Lage g,, zu welcher eine Transfor- 
mation 1. fiihrt, ferner co’ (zu g parallele) Lagen, jede von diesen letzteren 
kann durch co' Transformationen 3. erreicht werden. Diese oo* Trans- 
formationen 3. sind alle voneinander verschieden. 

£) G@ auBerhalb g; weiterhin hat die Beziehung g(Q,R,S...) 
\ 9(Q’, R’, S’,...) zwei (in J,) zusammenfallende Doppelpunkte, wobei 
der isotropen Ebene im Gegensatze zur anisotropen: der dreigliedrigen Gruppe der 
Bewegungstransformationen in einer anisotropen Ebene steht die viergliedrige Gruppe 
in einer Ebene », gegeniiber. In * gibt es nicht 1, sondern 0O' Bewegungstrans- 
formationen, welche zwei gegebene eigentliche Punkte von 0 verschiedenen Abstandes e 
in zwei andere gegebene eigentliche Punkte desselben e¢ iiberfiihren, d. h. die Ebene « 
ist in sich durch die Angabe zweicr eigentlicher Punkte nicht festgelegt. Als Begleit- 
erscheinung der Ausartung des Winkelbegriffes sei folgendes erwihnt: Gibt man in ¢, 
irgend zwei anisotrope, nicht parallele Gerade g,h, dazu ein im iibrigen beliebiges 
Paar g’,h’ von denselben Eigenschaften, dann kann man stets durch eine Transfor- 
mation vom Typus 1., 3. oder 6. g mit g’ und h mit h’ zur Deckung bringen. 
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Q’, R’, S,... die Schnittpunkte von g,7r,s,... mit g sind. Es gibt eine 
Lage g, g, fallt dabei auf g —, zu ihr fihrt eine Transformation 1. 

n) G auBerhalb g; die Projektivitét zwischen g(Q, R,S,...) und 
g(Q’, R’, S’,...) hat getrennte Doppelpunkte. Man findet eine Lage g, mit 


einer Transformation 1. und oo’ Transformationen 6., ferner co’ (zu g 
parallele) Lagen, jede durch oc’ Transformationen 3. erreichbar. 

D) Ist sowohl g, als auch G, uneigentlich, dann ist es nicht mdglich, 
die Punktreihe perspektiv zum Strahlenbiischel zu legen. 

E) Wenn nur einer der Trager uneigentlich ist, dann gibt es minde- 
stens eine perspektive Lage, folgende vier Fille ausgenommen, in denen 
es keine solche gibt**): 

a) g, uneigentlich (= 1,), G@ eigentlich, dem Punkt J, von g, entspricht 
nicht der isotrope Strahl durch G. 

b) g eigentlich, G, uneigentlich, a ist von t, verschieden. 

c) g eigentlich, G, uneigentlich, G, fallt nach J,, aber nicht A,,a=1t 


u u? u? 


die Beziehung g(Q, R,S,...) } g(Q’, R’, S’,...) hat getrennte Doppel- 
punkte. 

d) g eigentlich, G, = A, = I,. 

Die Ausfiihrungen dieser Nr. fiihren zu dem 

Satz 3. In einer isotropen Ebene kénnen eine Punktrethe und ein 
zu thr projektives Strahlenbiischel zueinander perspektiv gelegt werden, 
wenn die beiden Grundgebilde eigentliche Trager g,G haben und der dem 
uneigentlichen Punkte von g entsprechende Strahl gleichzeitig mit g 
(an)tsotrop tst. 

9. Der Perspektivitatssatz in der uneigentlichen Ebene. Die 
nicht-singularen Bewegungstransformationen in der uneigentlichen Ebene w, 
erhailt man, analog dem Verfahren bei ¢, in Nr. 6, durch Einbettung in 
einen R,. Dies liefert in w, die dreigliedrige Gruppe der automorphen 
Kollineationen von (K),, das sind, neben dem trivialen Falle der iden- 
tischen Transformation (Nr. 6, I): 

A) co® Kollineationen mit zwei getrennten Festpunkten J,, J, auf 
K), und dem Pole P, von J, J, als drittem Festpunkt und keinen weiteren 
Festpunkten (Nr. 6,11 mit von 2 verschiedener Drehung); 

*2) Im ganzen sind bei nur einem uneigentlichen Trager 28 verschiedene Fille 
zu unterscheiden. Die meisten perspektiven Lagen, nimlich co*, der Punktreihe zum 
Strahlenbiischel und die meisten dazu gehérenden Bewegungstransformationen — 
co* Transformationen 1., 00% Transformationen 6., 00° Transformationen 3. — weist 
folgender Fall auf: g eigentlich, G, = I,, a=t,, A, von I, verschieden, die Beziehung 
9(Q,R,8,..) A 9(Q', RB’, 8’, ..-) hat zusammenfallende Doppelpunkte. Hier gibt 
es CO’ zu g parallele Lagen g, mit je einer Transformation 1. und je oo' Trans- 


fermationen 3., weiterhin cO* Lagen g, mit je einer Transformation 6. und je co’ 
Transformationen 3. 
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B) co? involutorische zentrale Kollineationen mit dem Zentrum P, 
auBerhalb (K), und der Polaren J, J, von P, als Kollineationsachse 
(Nr. 6,11 mit der Drehung 2); 

C) co® Kollineationen mit einem Punkt J, von (K), als einzigem 
Festpunkt und dessen Tangente ¢, als der einzigen festen Geraden (Nr. 6, III). 

Als Perspektivitatssatz erhilt man hier den 


Satz 4. In der uneigentlichen Ebene lassen sich eine Punktreihe 
g, (A,, B,, C,,.-.) und ein zu thr projektives Strahlenbiischel G, (a,,,b,,¢,,,..-) 
(durch eine nicht-singuldre Bewegungstransformation) zueinander per- 
spektiv legen, wenn g, nicht Tangente von (K), ist und wenn nicht G, 
auf (K), liegt. 

Die Fille, in denen keine perspektive Orientierung méglich ist, sind, 
schirfer gefaBt, folgende: 

a) g, trifit (XK), 
berithrt (K),. 


‘ 


in A, und B,, G, liegt auf (K), und a, oder b, 


b) g, berithrt (A), in A,, a, ist Tangente an (K),. 

Sonst 1a8t sich immer die Punktreihe zum Biischel perspektiv legen, 
und zwar gibt es héchstens vier Lagen der Punktreihe, deren jede durch 
zwei Bewegungstransformationen erreicht werden kann. In leicht angeb- 
baren Spezialfallen treten zwei Lagen oder eine Lage an Stelle der vier 
Lagen, die Zahl der Transformationen kann sich von acht bis auf eine 
vermindern. 

Transformiert man eine reelle, eigentliche, nicht-euklidische, elliptische 
Ebene £ mit komplexen Punkten (welche die absolute Fliche 2. Grades 
nicht beriihrt ) durch eine reelle Kollineation so in die uneigentliche Ebene, 
daB der absolute Kegelschnitt von f in (XK), iibergeht**), dann entsprechen 
den Bewegungstransformationen von f die Bewegungstransformationen in 
der uneigentlichen Ebene. Satz 4 spricht demnach gleichzeitig den Per- 
spektivitatssatz fiir elliptische Ebenen aus. 


§ 3. 
Gleichartige Grundgebilde in der Ebene. 

10. Perspektive Orientierung gleichartiger Grundgebilde. 
Wesentlich einfacher als bei verschiedenartigen Grundgebilden 1. Stufe laBt 
sich die Frage nach der perspektiven Orientierung bei gleichartigen kom- 
plexen Grundgebilden in der komplexen projektiven Ebene beantworten. 








*3) Dabei fiihren in leicht erkennbarer Weise gleiche Strecken in f auf gleiche 
Winkel zwischen Geraden in dem die uneigentliche Ebene enthaltenden euklidischen R,, 
gleiche Winkel in f auf gleiche Winkel zwischen Ebenen im R,. 


Mathematische Annalen. ‘0. ‘ 
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In der perspektiven Lage fallen entweder zwei entsprechende Elemente 
ohne gleichzeitige Vereinigung der Trager aufeinander, oder in der beiden 
Gebilden deckt sich jedes Element mit dem entsprechenden**). 

Ausnahmslos ist die perspektive Lage nur in der uneigentlichen Ebene 
erreichbar **), 

In einer eigentlichen (anisotropen oder isotropen) Ebene lassen sich 
zwei projektive (aber nicht perspektive) Strahlenbiischel dann und nur 
dann nicht zueinander perspektiv legen, wenn beide Trager uneigentlich sind. 

Bei projektiven (aber nicht perspektiven) Punktreihen in einer eigent- 
lichen Ebene ist die perspektive Orientierung stets und nur in folgenden 
Fallen unmdglich : 

a) Beide Trager sind isotrop und zueinander parallel. 

b) Nur ein Trager, g,, ist eigentlich; g, ist isotrop. 

c) Nur g, ist eigentlich; g, ist anisotrop und seinem uneigentlichen 
Punkt entspricht (einer) der absolute(n) Punkt/e). 

d) Beide Trager sind uneigentlich, die Punktreihen nicht kongruent. 

Die Faile der uneigentlichen Trager zeigen, daf in der reellen pro- 
jektiven Ebene auch bei gleichartigen reellen Grundgebilden Steiners De- 
finition der Projektivitdt zu eng ist. 


§ 4. 
Grundgebilde 1. Stufe im Raume. 


11. Punktreihe und Punktreihe oder Strahlenbiischel. Die 
Betrachtungen spielen sich auch weiterhin, wie seit Nr. 6, im reellen R 
mit komplexen Punkten ab. 


3 


Nr. 10, zusammengehalten mit einfachen Eigenschaften der raiumlichen 
Bewegungstransformationen, zeigt, da zwei projektive (aber nicht per- 
spektive) Punktreihen g und g’ nur in einem Falle nicht zueinander 
perspektiv gelegt werden kénnen: 

Genau ein Trager ist uneigentlich, etwa g{; bezeichnet ferner Aj den 
dem uneigentlichen Punkt A, von g zugeordneten Punkt, dann liegt genau 


einer der Punkte A,, Ay auf (K),. Es gilt demnach der 


Satz 5. Zwei projektive Punktrethen im Raume lassen sich zu- 
einander perspektiv legen, wenn beide Trager (un)eigentlich sind. 

Eine Gerade g oder g, laBt sich nur dann nicht in eine Ebene « 
oder e«, legen, wenn entweder g eigentlich und ¢, uneigentlich ist, oder 

**) Nach der Definition bei K. v. Staudt, Geometrie der Lage, § 9, S. 49 muB8 
dieser zweite Fail zu den Perspektivitaten gezihit werden, bei anderen Definitionen nicht. 

*®) Daher nach Nr. 9 auch in der ellipbischen Ebene. 
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wenn g, uneigentlich, ¢ eigentlich ist und (K), nur von e oder nur von g, 
berithrt wird. Dies fiihrt zusammen mit den Nrn. 5, 8, 9 auf folgende 
zehn Falle, in denen und nur in denen eine perspektive Orientierung zwischen 
einer Punktreihe g und einem dazu projektiven Strahlenbiischel G im Raum 
unmoglich ist: 


a) Die Biischelebene ¢, sowie g, ist uneigentlich und es liegt der 
Fall Nr. 9a oder 9b vor. 

b) e, uneigentlich, g eigentlich. 

c) e eigentlich, G, und g, uneigentlich. 

d) e, g sowie der dem uneigentlichen Punkte von g zugeordnete 
Strahl a@ eigentlich, G, uneigentlich. 

e) e isotrop, G, uneigentlich, g eigentlich, nachdem die Punktreihe 
in « gelegt wurde, liegt der Fall Nr. 8c vor. 

f) « sowie g isotrop, G, auf (K),. 

g) G@ eigentlich, g, uneigentlich, (A), wird nicht gleichzeitig von « 
( beriihrt 
\ geschnitten J ° 
h) @ eigentlich, g, uneigentlich, (K), wird von « und von g, beriihrt, 


dem Beriihrungspunkte von g, mit (A), entspricht nicht der isotrope Strahl 
durch G. 


und von g, 


i) @ eigentlich, g, uneigentlich, (K), wird von e und von g, ge- 
schnitten, den Schnittpunkten von g, mit (K), entsprechen nicht die iso- 
tropen Strahlen durch G. 

j) @ sowie g eigentlich, g und a@ sind nicht beide (an)isotrop. 

Daraus folgt der 


Satz 6. Im Raume kann man eine Punktreihe g und ein zu thr 
projektives Strahlenbiischel G zueinander perspektiv legen, wenn sie etgent- 
liche Trager g,G haben und der dem uneigentlichen Punkte von g zu- 
geordnete Strahl gleichzeitig mit g (an)isotrop ist. 


Eine Bewegungstransformation in einer anisotropen Ebene kann nicht 
die beiden absoluten Punkte vertauschen, dagegen kann dies durch eine 
Bewegungstransformation des R, geschehen**). Daher weichen die Fassungen 
der Saitze 2 und 6 voneinander ab, oder, mit anderen Worten, es kann 
vorkommen, das dieselbe Beziehung zwischen einer Punktrethe und einem 
Strahlenbiischel, die in einer Ebene liegen, im Steinerschen Sinn als Pro- 
jektivitat anzusprechen ist oder nicht, je nachdem man projektive Geo- 


*®) Daraus ergibt sich, daB man die Bewegungstransformationen in einem aniso- 
tropen, linearen Gebilde nicht ohne weiteren Zusatz durch Einbettung in ein héheres 
lineares Gebilde definieren kann, wie es in den Nrn.6 und 9 bei den isotropen 
Ebenen und der uneigentlichen Ebene geschah. 
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metrie des Raumes oder der Ebene treibt. Dies zeigt beispielsweise der 
Fall eines reellen Strahlenbiischels mit eigentlichem Scheitel und einer dazu 
projektiven Punktreihe auf der uneigentlichen Geraden, wenn die Winkel 
zwischen den Biischelstrahlen und die Winkel zwischen den ihnen entsprechen- 
den Richtungen nach den uneigentlichen Punkten gegensinnig gleich sind. 

12. Zwei Strahlenbiischel. Sollen zwei projektive Strahlenbiischel 
zueinander perspektiv orientiert werden, dann muB eine (den Scheitel nicht 
enthaltende) Schnitt-Punktreihe des einen Biischels zum anderen Biischel 
perspektiv gelegt werden. So folgt aus Nr. 11, daB es fiir zwei Strahlen- 
biischel mit den Scheiteln G und G’ in den Ebenen « and ¢’ *") in folgen- 
den Fillen keine perspektive Lage gibt: 

a) « und ¢’ anisotrop, G, und G, uneigentlich, die uneigentlichen 
Geraden entsprechen einander nicht. 

b) « und e’ isotrop, G, = J, uneigentlich, G’ eigentlich, dem uneigent- 


lichen Strahle durch G, entspricht der isotrope Strahl durch @’. 


c) ¢ und e’ isotrop, G,=J, uneigentlich, ebenso G, — J,,; eine 
(anisotrope) Schnitt-Punktreihe des einen Biischels ist einer solchen des 
anderen nicht kongruent 

d) ¢, uneigentlich, «’ eigentlich, Gj, uneigentlich. 

e) , uneigentlich, e’ anisotrop, G’ eigentlich, G, auf (A\,; einer der 
beiden Strahlen, welche den isotropen Strahlen durch G’ entsprechen, be- 
riihrt (A). 

f) e, uneigentlich, e’ isotrop, G’ eigentlich; dem isotropen Strahle 
durch G’ entspricht eine Tangente von (K 

Es gilt somit der 

Satz 7. Im Raume lassen sich zwei projektive Strahlenbiischel mit 
eigentlichen Scheiteln stets zueinander perspektiv orientieren. 

13. Ebenenbiischel und Ebenenbiischel oder Punktreihe. Sind 
zwei Ebenenbiischel mit den Achsen e und e’ projektiv aufeinander be- 
zogen, dann lassen sich in den folgenden zwei Fallen keine entsprechenden 
Ebenen zur Deckung bringen, die Biischel nicht zueinander perspektiv legen: 

a) e isotrop, e, Tangente an (K),; der isotropen Ebene durch e ent- 
spricht die uneigentliche Ebene. 

b) e, und e, uneigentlich, der uneigentlichen Ebene entspricht eine 
eigentliche Ebene. 

Dies liefert den 

Satz 8. Zwei projektive Ebenenbiischel mit eigentlichen Achsen lassen 
sich immer in perspektive Lage bringen. 


, . ~* . 
@ kann mit G zusammenfallen, ¢ mit ¢’. 
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Will man eine Punktreihe zu einem Ebenenbiischel perspektiv orien- 
tieren, dann legt man die Punktreihe zu einem Schnitt-Strahlenbiischel 
des Ebenenbiischels perspektiv. In dieser Weise erhilt man bei Heran- 
ziehung von Nr. 11j, 9a und 9b folgende Fille, die keine perspektive 
Lage zulassen: 

a) e sowie g isotrop, dem uneigentlichen Punkte von g entspricht die 
isotrope Ebene durch e. 

b) e isotrop, g, ist uneigentlich und trifft (A), in A, und B,. eine 
der diesen beiden Punkten entsprechenden Ebenen «, / ist isotrop. 

c) e eigentlich, g, beriihrt (K), in A 

d) e, und g, uneigentlich. 

e) e, uneigentlich, g eigentlich, dem uneigentlichen Punkt 4, von g 
entspricht nicht die uneigentliche Ebene. 


« isotrop. 


“ 


Daraus ergibt sich der 


Satz 9. Eine Punktrethe und ein dazu projektives Ebenenbiischel 
kann man zueinander perspektiv legen, wenn beide Trager eigentlich sind 
und mindestens einer davon anisotrop ist. 


14. Ebenenbiischel und Strahlenbiischel. Die verwickeltsten 
Verhaltnisse treten bei der perspektiven Orientierung zwischen einem 
Ebenenbiischel (mit der Achse e oder e,) und einem Strahlenbiischel (in 
der Ebene « oder «, mit dem Scheitel G oder G,) auf. Es ist das 
Strahlenbiischel so zu legen, daB sein Scheitel auf e falit und es per- 
spektiv ist zu einem ebenen Schnitte des Ebenenbiischels. Aus den Eigen- 
schaften der Bewegungstransformationen sowie den Nrn. 5 und 9 ergeben 
sich folgende Fille ohne Moglichkett einer perspektiven Orientierung: 

a) e und G eigentlich, fiir den Schnitt mit der uneigentlichen Ebene 
liegt der Fall Nr. 9a oder 9b vor. 

b) e (anisotrop ) auf 


G. uneigentlich und f ‘ (Kk)... 
*u 6 (nicht auf a 


\ isotrop J’ 


c) e anisotrop, @, uneigentlich und nicht auf (K),, « 


u 


{ anisotrop ) 
\ isotrop hy 
. 7 , : isotrope 
dem uneigentlichen Biischelstrahl entspricht eine J : PF thane 
\anisotrope J 


anisotrop ’ 


d) e isotrop, G, auf (K),, ¢ 1 dem uneigentlichen Biischel- 


u? 


isotrop J’ 
{ die isotrope 
leine anisotrope J 
e) e isotrop, ¢, uneigentlich, @, 
entspricht eine anisotrope Ebene. 
f) e anisotrop, e, uneigentlich, @, nicht auf (A),, den Tangenten aus 
G, an (K), entsprechen nicht die beiden isotropen Biischelebenen, 


strahl entspricht Biischelebene. 


_auf (K),, der Tangente von (A), in G, 
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g) ¢, und ¢, uneigentlich. 

h) e, uneigentlich, G eigentlich. 

i) e, und G, uneigentlich, « eigentlich, dem uneigentlichen Biischel- 
strahl entspricht nicht die uneigentliche Ebene. 

}) e, Tangente von (A),, G, auf (K),, «& isotrop. 

k) e, uneigentlich und nicht Tangente von (K),, G, auf (A),. 
é isotrop, das Strahlenbiischel ist nicht kongruent dem Schnitte des Ebenen- 
biischels mit einer der isotropen Ebenen**), welche (K), in einem Punkte 
von ¢€, beriihren. 

Es gilt demnach der 


Satz 10. Ein Ebenenbiischel mit der eigentlichen Achse e und ein 
dazu projektives Strahlenbiischel mit eigentlichem Scheittel in einer Ebene « 
lassen sich gegeneinander perspektiv orientieren, wenn e und & anisotrop sind. 

15. Damit sind alle Fille projektiver Grundgebilde 1. Stufe erledigt. 
Die Satze 1—10, welche von der perspektiven Orientierung handeln, sind 
so gefaft. daB sich die Bedingungen fiir diese Orientierung einfach aus- 
sprechen. Dabei sind diese Bedingungen so zu verstehen, da®B sich, labt 
man irgendeine von ihnen fallen, Beispiele angeben lassen, in denen keine 
perspektive Orientierung méglich ist. Doch kann es, z. B. nach dem 
zweiten Teile von Nr. De auch Fille geben, welche diese Bedingungen 
nicht erfiillen und trotzdem eine perspektive Lage zulassen. 

Die genauen Grenzen fiir die Méglichkeit der perspektiven Orientierung 
und damit fiir den Bercich der Steinerschen Projektivitaéten innerhalb des 
Gebietes aller Projektivitaéten sind im Anschlu8 an Satz 4 und vor den 
Satzen 2.3,5—10 gegeben; auBerhalb dieser Grenzen gibt es keinen ein- 
zigen Fall perspektiver Orientierung. Diese Grenzen miissen, wegen der 
Gruppeneigenschaft der Rewegungstransformationen, diesen Transformationen 
gegeniiber invariant sein. 


Eine Ausdehnung der vorliegenden Untersuchungen auf kollineare 


Grundgebilde 2. Stufe wird folgen. 
Karlsruhe, im November 1922. 


*“) Die Schnitte des Ebenenbiischels mit Parallelebenen, die nicht ¢, enthalten, 
sind untereinan. er kongruent 


(Eingegangen am 30. 12. 1922.) 














Uber zentrische Kollineation. 
Von 


M. Pasch in GieBen. 


1. Bei George Salmon, Analytische Geometrie der Kegelschnitte, 
Deutsche Bearbeitung, 5. Aufl., 2. Teil (1883) findet sich in Kap. 22, § 424, 
Beispiel 3 (Seite 772) der Satz: 

Satz I. Zwei Kegelschnitte sind zentrisch kollinear fiir einen Schnitt- 
punkt gemeinsamer Tangenten, fiir die sie auf einerlei Seite liegen, als 
Zentrum und eine zugeordnete Schnittsehne als Achse. 

Dieser anscheinend wenig beachtete, aber nicht unwichtige Satz be- 
darf einer genaueren Fassung. Um diese zu geben, muB ich auf den Satz 
zuriickgehen, auf den Salmon wegen der Begriindung von Satz I verweist, 
namlich auf den a. a. O. in Kap. 14, § 279 (Seite 448), auch in der 7. Aufl., 
2. Teil (1918), Kap. 14, § 267 (Seite 29) bewiesenen Satz: 

Satz Il. Wenn man durch den Schnittpunkt von zwei gemeinsamen 
Tangenten zweier Kegelschnitte ein Paar von Geraden zieht, so schneiden 
sich die Verbindungsgeraden der Schnittpunkte dieser Geraden mit dem 
ersten und zweiten Kegelschnitt in Punkten einer der Schnittsehnen der 
Kegelschnitte. Insbesondere schneiden sich die Tangenten in den Schnitt- 
punkten jener Geraden mit den Kegelschnitten in einer der Schnittsehnen. 

2. In beiden Saétzen werden zwei eigentliche Kegelschnitte einer Ebene 
vorausgesetzt. In Satz Il kommen jedesmal zwei Schnittsehnen in Be- 
tracht, namlich die, die in Satz I als die dem Schnittpunkt von zwei ge- 
meinsamen Tangenten ,,zugeordneten“ bezeichnet werden. Sie gehen durch 
den Schnittpunkt der Polaren dieses Punktes in bezug auf die beiden 
Kegelschnitte. Wenn die Kegelschnitte einander doppelt beriihren, so 
fallen die beiden Schnittsehnen mit den erwahnten Polaren in eine einzige 
Gerade zusammen. Beriihren die Kegelschnitte einander dreipunktig, so 
ist die Tangente des Beriihrungspunktes die eine jener beiden Schnitt- 
sehnen, Dies ist der einzige Fall, wo der Schnittpunkt gemeinsamer 
Tangenten auf einer zugeordneten Schnittsehne liegt. 
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Wenn die beiden Kegelschnitte einander beriihren, so kann in Satz II 
an die Stelle eines Schnittpunktes gemeinsamer Tangenten ein Beriihrungs- 
punkt der Kegelschnitte treten. Die eine zugeordnete Schnittsehne ist 
dann die Tangente dieses Punktes; sie zahlt doppelt im Fall vierpunktiger 
Beriihrung. Fiir Satz II in der besonderen Form kommt nur in Betracht: 
wenn die Kegelschnitte sich in jenem Punkte nur zweipunktig beriihren, 
die Verbindungslinie der beiden anderen gemeinsamen Punkte; im Fall 
dreipunktiger Beriihrung die Gerade vom Beriihrungspunkt nach dem 
Schnittpunkt; im Fall vierpunktiger Beriihrung die gemeinschaftliche 
Tangente. Nur im Fall einer Beriihrung héherer Ordnung liegt also der 
Beriihrungspunkt auf der in Betracht kommenden Schnittsehne. 


3. Um nunmehr zu Satz I zu gelangen, stelle ich mir die Aufgabe, 
zwei in einer Ebene gelegene eigentliche Kegelschnitte K, K’ durch zen- 
trische Kollineation aufeinander zu beziehen. 


Zentrum der Kollineation kann nur sein der Schnittpunkt gemein- 
schaftlicher Tangenten von K und K’ oder ein Punkt, in dem sich K und 
K’ beriihren. Achse der Kollineation kann nur sein eine Schnittsehne 
oder eine Gerade, die K und K’ in demselben Punkte beriihrt. Da Zen- 
trum und Achse auseinander liegen miissen, so kann ein Punkt mit Be- 
riihrung héherer Ordnung zwischen K und K’ nicht Zentrum, seine Tan- 
gente nicht Achse sein. Im Fall der Beriihrung dritter Ordnung hat also 
die Aufgabe keine Loésung. 


In allen anderen Fallen sind mindestens zwei gemeinschaftliche Tan- 
genten s,¢ der Kegelschnitte K, K’ voneinander verschieden. Der Schnitt- 
punkt von s und ¢ heiBe P; die Beriihrungspunkte mit K heiBen a, b; 
die mit K’ heiBen a’,b’. Die Geraden ab und a’ b’ (die Polaren von P 
fiir K, K’) treffen sich in einem Punkte U, dem fiir K und K’ zu P kon- 
jugierten Punkte, durch den auch die beiden dem Punkte P ,,zugeord- 
neten“ Schnittsehnen 1, m von K und K’ gehen. Ist dann ¢ ein weiterer 
Punkt auf AK, und ist c’ ein Schnittpunkt der Geraden Pc mit K’, so 
treffen sich ac und a’c’, be und b’c’ nach Satz II auf einer der erwahnten 
Schnittsehnen, etwa auf /. Demnach ist die durch die Vierecke Pabc, 
Pa’ b'c’ bestimmte Kollineation eine zentrische mit dem Zentrum P und 
der Achse 1. Da diese Kollineation den Kegelschnitt K in einen Kegel- 
schnitt, der durch a’, b’,c’ geht und s,¢ in a’, b’ beriihrt, also in K’ ver- 
wandelt, so haben wir zentrische Kollineation zwischen K und K’. Wenn 
etwa amit a’ zusammenfallt, so wird U=a=a’; im Fall a=a’,b=b 
wird U unbestimmt, / fallt dann mit ab, a’ b’ zusammen. Wahlt man 
aber statt c’ den anderen Schnittpunkt der Geraden Pc mit K’, so tritt 
m an die Stelle von J als Achse der Kollineation. 
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Wenn die Kegelschnitte sich nicht beriihren, hat die Aufgabe hiernach 
zwolf verschiedene Lésungen. 

4. Wir haben noch den Fall zu betrachten, wo K und K’ einander 
beriihren, etwa im Punkte P mit der Tangente s. Nimmt man auf K 
drei von P verschiedene Punkte a, b,c und bestimmt die Punkte a’, b’, c’, 
in denen K’ die Strahlen Pa, Pb, Pc zum zweiten Male trifft, so schnei- 
den sich nach Satz II die Geraden ab und a’b’, ac und a’c’, be und 
b’c’ auf einer zu P zugeordneten Schnittsehne / von K und K’. Wenn 
die Kegelschnitte sich in P nur zweipunktig beriihren, so ist / die Ver- 
bindungslinie der beiden anderen gemeinschaftlichen Punkte, geht also 
nicht durch P. Mithin bestimmen dann die Vierecke Pabc, Pa’ b’c’ eine 
zentrische Kollineation mit dem Zentrum P und der Achse /. Diese Kolli- 
neation verwandelt K in einen Kegelschnitt, der durch P, a’, b’, c’ geht und 
in P von s beriihrt wird, also in K’. Wenn K, K’ einander nicht noch in 
einem zweiten Punkte beriihren, so gibt es auBer der eben angegebenen Kolli- 
neation noch sechs zentrische Kollineationen, die K, K’ ineinander iiberfiihren. 

Im Fall doppelter Beriihrung zwischen K und K’ hat die Aufgabe 

nur vier verschiedene Lésungen; im Fall einer dreipunktigen Beriihrung 
hat sie nur eine, im Fall vierpunktiger Beriihrung keine Lésung. 
5. Die Fassung von Satz I bei Salmon 14Bt erkennen, da8 dort nur 
an reelle Kegelschnitte und reelle Kollineation gedacht ist. Ferner wird 
dort als Zentrum der Kollineation nur ein Schnittpunkt P von zwei reellen 
gemeinschaftlichen Tangenten s,t der Kegelschnitte K, K’ in Betracht 
gezogen. Von den beiden durch s und ¢ begrenzten stetigen Folgen von 
Strahlen durch P besteht nur eine aus Strahlen, die K reell schneiden, 
nur eine aus Strahlen, die K’ reell schneideu. Wenn diese Folge sich 
mit jener deckt, dann und nur dann kommt die gewiinschte reelle Kolli- 
neation mit dem Zentrum P zustande. Dazu geniigt, daB ein Strahl 
durch P sowohl K als auch K’ reell schneidet; oder nach Salmon: da’ 
K und K’ fiir s und ¢ auf einerlei Seite liegen. 

Zu bemerken ist hierzu zunachst, daB zum Zentrum P zwei Achsen 
gehéren, nimlich die in Nr. 3 eingefiihrten Geraden 1, m. Die gewiinschten 
Kollineationen treten also paarweise auf. Ferner ist auch der Fall kon- 
jugiert imaginarer Tangenten s,¢ zu beriicksichtigen, der ein reelles Zen- 
trum P liefert. Da P in diesem Fall fiir K und fiir K’ innerer Punkt 
ist, so schneidet jeder durch P laufende Strahl sowohl K als auch K’; 
1 und m sind reell, es ergeben sich zwei reelle Kollineationen. Setzt man 
nun voraus, daB K und K’ einander nicht beriihren, so zeigt sich, daB, 
wenn alle Schnittpunkte und alle gemeinschaftlichen Tangenten reell sind, 
auch die zw6lf zentrischen Kollineationen (Nr. 3, letzter Absatz) simtlich 
reell werden, in den iibrigen Fallen nur vier. 
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6. Es bleibt noch der Fall der Beriihrung zwischen K und A’. Fiir 
diesen ergibt sich nach Nr. 4, wenn K und K’ einander im Punkte P beriihren, 
aber nur in diesem und nur zweipunktig, eine reelle Koilineation mit dem 
Zentrum P. Die dort erwahnten weiteren sechs Kollineationen sind, wenn 
K und K’ nur reelle Punkte und Tangenten gemein haben, samtlich reell; 
in den iibrigen Fallen sind unter jenen sechs Kollineationen nur zwei reelle. 

Die Kegelschnitte K, K’ kénnen sich noch in einem zweiten Punkte P, 
beriihren. Der Schnittpunkt der Tangenten in P und P, heiBe P,. Sind 
dann die Punkte P und P, imaginar, so ergeben sich zwei und nur zwei 
reelle Kollineationen, namlich die mit dem Zentrum P,. Sind P und P, 
reell, so hat man jedenfalls zwei reelle Kollineationen, nimlich die mit 
den Zentren P und P,; die zwei Kollineationen mit dem Zentrum P, sind 
dann und nur dann reell, wenn einer der beiden Kegelschnitte im Innern 
des andern liegt. 

Im Fall dreipunktiger Beriihrung ergab sich eine einzige Kollineation, 
also eine reelle. Der Fall vierpunktiger Beriihrung lieferte keine Kollineation. 


Anwendungen. 


7. Wenn die Seiten eines Dreiecks eine Gerade g in drei verschiedenen 
Punkten «a, f,y schneiden, so sage ich kurz: Das Dreieck schneidet g 
(g das Dreieck) in « f y; das Dreieck traigt die Punktreihe « Py («fy das 
Dreieck). Wenn zwei Dreiecke die Punktreihe «fy tragen, so besteht 
zwischen ihnen zentrische Kollineation mit der Achse g. 

Ich behandle nun die bekannte Aufgabe: Dem eigentlichen Kegel- 
schnitt K ein Dreieck einzuschreiben, das die Gerade g in «fy schneidet. 

Es sei abc ein solches Dreieck, a’ b’c’ (in derselben Ebene) ein 
anderes Dreieck, das ebenfalls «fy trigt. Dann bestimmen die Paare 
aa’, bb’,cc’ eine zentrische Kollineation mit der Achse g; diese Kolli- 
neation verwandelt K in einen Kegelschnitt K’ um a’b’c’ derart, daB g 
fiir K und K’ Schnittsehne wird oder gemeinschaftliche Tangente in einem 
Beriihrungspunkt. Nach Nr. 3 kann jedoch, wenn K und K’ eine Beriih- 
rung héherer Ordnung aufweisen, die zugehérige Tangente nicht Achse 
einer zentrischen Kollineation zwischen den Kegelschnitten sein. Soll also 
auch im Fall der Beriihrung zwischen g und K (also zugleich zwischen g 
und K’, K und K’) das geforderte Dreieck zustande kommen, so darf 
die Beriithrung zwischen K und K’ nur zweipunktig sein. Oder: 

Beschreibt man um zwei perspektive Dreiecke zwei eigentliche Kegel- 
schnitte, die einander mit der Perspektivitatsachse als Tangente beriihren, 
so kann die Beriihrung nur zweipunktig sein. 

8. Um die Aufgabe von Nr. 7 zu lésen, kann man nach obigem jedes 
Dreieck a’b’c’ derselben Ebene benutzen. das «fy tragt, indem man 
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durch a’ b’c’ den Kegelschnitt K’ legt, der g in denselben Punkten 
schneidet wie K oder, wenn g Tangente von K ist, K’ an derselben 
Stelle d beriihrt. Dann kénnen K und K’ zentrisch kollinear so auf- 
einander bezogen werden, daB g Achse wird. Bestimmt man dann auf K 
das zu a’b’c’ entsprechende Dreieck abc, so hat dieses die geforderte 
Eigenschaft. Doch entsteht eine Ausnahme, wenn K und K’ einander in 
d mehr als zweipunktig beriihren. Somit ergibt sich in dem gedachten 
Fall die eigentiimliche Erscheinung, da8 die unter die Bezeichnung K’ 
fallenden Kegelschnitte sich paarweise nur zweipunktig beriihren, aber 
simtlich von K in d mehr als zweipunktig beriihrt werden. 

Sind die gegebenen Stiicke reell, so wird die Lésung nur dann ima- 
ginér, wenn K und K’ aus g eine Strecke herausschneiden, die innerhalb 
des einen Kegelschnitts und auBerhalb des anderen fillt. 

9. Zu den vorstehenden Betrachtungen fiihrte mich die mehrfach be- 
handelte Aufgabe: Fiinf gegebene reelle Punkte einer Ebene, von denen 
keine drei in einer Geraden liegen, durch reelle zentrische Kollineation in 
Punkte eines Kreises iiberzufiihren. 

Bezeichnet man die gegebenen Punkte derart mit a, b,c,d,e, dab 
die Strecke de in das Innere des durch die fiinf Punkte bestimmten 
Kegelschnittes fallt, so kann man sich zu obigem Zweck eines Kreises be- 
dienen, der in der gegebenen Ebene liegt und durch die Punkte d und e 
hindurchgeht. Man kann dann auf zwei Arten eine reelle zentrische Kolli- 
neation mit der Achse de herstellen, die den Kegelschnitt der gegebenen 
Punkte in den obigen Kreis, also die gegebenen Punkte in Punkte eines 
Kreises iiberfiihrt. 

10. Die Hilfsmittel, die bei naherem Zusehen hier gebraucht werden, 
stehen zu der Einfachheit, in der die Aufgabe entgegentritt, nicht in 
rechtem Verhiltnis. Dies gilt mehr oder weniger auch von den mir be- 
kannt gewordenen anderen Lésungen. AuBer der Stelle bei Salmon, 
7. Aufl., 2. Teil (1918), Kap. 22, § 421 (Seite 394) sind anzufiihren’): 
Oskar Schlémilch, Zeitschrift fiir Math. und Physik 39 (1894); Fried- 
rich Schur, ebenda; Oskar Lesser, Lehr- und Ubungsbuch fiir den Unter- 
richt in der synthetischen Geometrie der Kegelschnitte und der analyti- 
schen Geometrie, Ausgabe A, 1910; Reinhard Pyokosch, Lehrbuch der 
Mathematik fiir die Oberstufe héherer Lehranstalten, 1913; Georg HeuBel, 
Zeitschrift fiir math. und naturw. Unterricht 46 (1915). 


‘) Ich verdanke diese Angaben Herrn Studienrat HeuBel in GieBen. Eine ganz 
anders aufgebaute Lésung hat Herr Dehn mir freundlichst mitgeteilt. 


(Eingegangen am 28. 2. 1923.) 








Der Aufbau der ebenen Geometrie ohne das 
Symmetrieaxiom. 


Von 


Walther Rosemann in Géttingen’). 


Problemstellung. 


Hilbert geht in seiner Untersuchung ,,Uber den Satz von der Gleich- 
heit der Basiswinkel im gleichschenkligen Dreieck‘‘ (Grundlagen der Geo- 
metrie, Anhang II, Teubner, 5. Auflage, 1922) davon aus, daB das ebene 
Kongruenzaxiom IiIt zwei verschiedene Aussagen enthalt. Unter den 
Voraussetzungen des ersten Kongruenzsatzes sollen namlich einerseits gleich- 
liegende und andererseits symmetrisch liegende Dreiecke kongruent sein. 
Aus der zweiten Forderung folgt (durch zweimalige Anwendung) die erste, 
dagegen nicht aus der ersten die zweite. Hilbert la8t nun aus dem 
Axiomensystem (wir benutzen in dieser Arbeit das Axiomensystem, das 
in den Grundlagen Anhang II angegeben ist) die zweite Forderung, die 
wir das Symmetrieaxiom nennen wollen, fort und untersucht, in welcher 
Weise hierdurch der Aufbau der Geometrie beeinfluBt wird. 

Zunachst ergibt sich, daB bei Beibehaltung aller anderen Axiome das 
Symmetrieaxiom beweisbar ist (Grundlagen, Seite 124—-127); wir er- 
halten also in diesem Fall keinen Unterschied gegen das gesamte Axiomen- 
system. Wenn dagegen auBer dem Symmetrieaxiom auch noch die Stetig- 
keitsaxiome fortgelassen werden, kénnen mehrere Sitze, so z. B. der Basis- 
winkelsatz, nicht bewiesen werden. Diese Behauptung beweist Hilbert 
durch die Konstruktion zweier ,,nicht- pythagoriischer‘‘ Geometrien (Grund- 
lagen, Seite 127—138 bzw. 138—140). Die zweite dieser Geometrien ist 
sehr kurz behandelt, so da8 ein Eindringen in sie mit groBen Schwierig- 
keiten verkniipft ist. Ferner fehlt bei beiden Geometrien der Nachweis, 
daB alle vorausgesetzten Axiome erfiillt sind; dieser Nachweis ist um so 


‘) Auszug aus der Inaugural- Dissertation (Géttingen 1922). 
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notwendiger, als die Abweichungen von der euklidischen Geometrie zum 
Teil sehr erheblich sind (vgl. z. B. Seite 125). Diese beiden Liicken will 
die vorliegende Arbeit ausfiillen (§ 1—4). Ferner ist die Giiltigkeit 
einiger weiterer Lehrsitze in den Hilbertschen Geometrien untersucht 
(§ 5). An Hand dieser Ergebnisse ist dann zum Schlu8 zusammen- 
gestellt (§ 6), welche Lehrsitze sich aus den ersten drei Axiomgruppen 
bei Ausschlu8 des Symmetrieaxioms beweisen lassen und welche nicht. 
Hierbei konnten sechs Probleme nicht geklirt werden. Zur Ausfiillung 
dieser Liicken wird voraussichtlich die Konstruktion neuer Geometrien er- 
forderlich sein, die noch weit mehr als die beiden Hilbertschen Geometrien 
von der euklidischen Geometrie abweichen. 


§ 1. 


Alle ebenen Geometrien, denen ein Zahlkérper zugrunde liegt, erfiillen 
die Axiomgruppen I, II und IV. 


Die erste Hilbertsche Geometrie baut sich auf einem nicht-archime- 
dischen Zahlsystem 7 auf, das in den Grundlagen Seite 127 angegeben 
ist. Dort ist auch festgelegt, wann zwei Zahlen «, # aus T in der Be- 
ziehung «> f bzw. a<f stehen. Aus diesem Zahlsystem wird eine 
ebene Geometrie konstruiert (Grundlagen, Seite 128). Hierbei driickt das 
Bestehen der Gleichung: 


ux+vyt+w=0 
aus, daB der Punkt (2, y) auf der Geraden (u:v:w) liegt. Fiir spatere 
Rechnungen formen wir diese Beziehungen folgendermaBen um: Eine 


Reihe von Punkten liegt dann und nur dann auf einer Geraden, wenn 
sich die Koordinaten der Punkte in der Form: 


r= 2%+a8 (‘ variabel 
¥=Y,+ 8s « oder 8 +0 


darstellen lassen. 

In der betrachteten Geometrie sind die Axiomgruppen der Ver- 
kniipfung (1), der Anordnung (II) und das Parallelenaxiom (IV) erfiillt. 
Wir fiihren den Beweis sofort fiir alle Geometrien, die auf die angegebene 
Weise aus einem Zahlsystem konstruiert sind, das die Kérpereigenschaft 
besitzt. Zunichst ergibt sich, daB zwei verschiedene Punkte (2,y,) und 
(tgy_) stets eime und nur eine Gerade bestimmen (Axiom I 1 und I 2). 
Die Koordinaten der Punkte befriedigen namlich eine und nur eine 
Gleichung der angegebenen Art: 


(z,— ®)y —(9,- Y,)e+ (2%, - %,Ys) =0 


und diese Gleichung stellt stets eine Gerade dar, da die vier GréBen 
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r,%, ¥, Y¥, und somit auch die Koeffizienten der Gleichung dem K6rper 
angehéren. Das letzte ebene Axiom der Verkniipfung: Auf jeder Ge- 
raden liegen mindestens zwei Punkte, ergibt sich ohne weiteres aus der 
Konstruktion der Geometrie. 

Die Giiltigkeit des Parallelenaxioms (IV) beweisen wir durch eine 
entsprechende Rechnung. Denn es gibt eine und nur eine Gleichung der 
vorgeschriebenen Art, die durch den Punkt (2, y,) befriedigt wird, aber 
keine gemeinsame Lésung mit der Gleichung: ux + vy — w = 0 besitzt, 
namlich: 


ur -- vy — (Ur, + VY, 0. 


Um die Axiome der Verkniipfung zu erfiillen, legen wir den Begriff 
zwischen“: auf die in den Grundlagen Seite 129 angegebene Weise fest. 
Aus dieser Definition folgt weiter: Wenn (2, y, ), rsYo), (2y¥y),--- Punkte 
einer Geraden sind, so ist dies ihre Reihenfolge auf der Geraden, wenn 


in einer der Darstellungen: 


t=, +- as, 


y — No + ps, 


(x oder i + 0) 


die Zahlen s, bestandig wachsen bzw. abnehmen. Hieraus ergibt sich 
sofort, daB die Axiome II 1 und II 3 erfiillt sind. Ferner ist auch Axiom II 2 
erfiillt, da die Zahlen eines Kérpers iiberall dicht liegen. (In einem Kérper 
sind stets alle rationalen Zahlen enthalten. ) 

Zum Beweis des Axioms II 4 betrachten wir zunichst die beiden 
Gebiete von Punkten, die den Ausdruck: ux + vy +- w gréBer bzw. kleiner 
als Null machen. Wir beweisen: Zwei Punkte, die in denselben Gebieten 
liegen, bestimmen eine Strecke, innerhalb deren kein Punkt der Geraden 
ux + vy+w = 0 liegt; dagegen bestimmen zwei Punkte, die in verschiedenen 
Gebieten liegen, eine Strecke, die stets einen Punkt der angegebenen Geraden 
enthalt. Die Koordinaten der beiden Punkte mégen x,y, bzw. x,y, sein, 
wobei die Reihenfolge der beiden Punkte so bestimmt sei, daB x,y, nicht 
mit dem Koordinatenanfangspunkt zusammenfallt. Dann haben die Punkte 
der Strecke AB einschlieBlich der Endpunkte die Koordinaten: 


(O<s<1 


Diese Werte setzen wir in den Ausdruck: ux + vy + w ein: 
M=u(zx, + 27,8) + v(y,+ y.8) + w. 
Der Ausdruck M kann héchstens fiir einen Wert von s verschwinden. Wenn 


nun die beiden Punkte in denselben Gebieten liegen, M also fiir s = 0 
und s=1 dasselbe Vorzeichen besitzt, kann M wegen der Stetigkeit 
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von M nur fiir eine gerade Anzahl und somit aus dem obigen Grunde 
fiir keinen dazwischenliegenden Wert von s verschwinden. Umgekehrt 
muB, wenn die beiden Punkte in verschiedenen Gebieten liegen, M fiir 
eine ungerade Anzahl, also notwendig fiir einen, aber auch nur einen da- 
zwischenliegenden Wert von s verschwinden. Dieser Wert: 


uz, + VY, +w 


ig 


(ur, + vy, + 0) 


UX, + VY, 
und die ihm entsprechenden Koordinaten gehéren zum Zahlensystem 77, 
da uvwz,y,r,y, in T liegen. 

Aus diesem Beweis folgt nunmehr nach der Erklarung auf Seite 7 
der Grundlagen, daB die beiden Seiten einer Geraden mit den oben an- 
gegebenen beiden Gebieten von Punkten zusammenfallen. Hieraus folgt 
leicht die Giiltigkeit des Axioms II 4. Die beiden Punkte A und B (siehe 
die Figur Grundlagen Seite 5) liegen namlich auf verschiedenen Seiten der 
Geraden a. Infolgedessen muB C entweder auf derselben Seite von a wie 
A oder wie B liegen. Im ersten Fall hat aber die Strecke BC und im 
zweiten Fall die Strecke AC einen Punkt mit a gemeinsam. 

Aus den Axiomen der Anordnung folgt (Grundlagen, Seite 7), daB 
sich die Punkte eines Halbstrahles in der Form darstellen lassen: 

r=2,-+ us 
Abe (« oder P+0; s>0). 
Y= Yo + Bs 
Bei iibereinstimmenden x,y, sind zwei Gerade identisch, wenn das Ver- 
haltnis «:f in beiden Darstellungen denselben Wert hat. Wenn wir nicht 
nur dieselbe Gerade, sondern auch dieselbe Halbgerade erhalten wollen, 
mu8 auBerdem « und genau so f jedesmal dasselbe Vorzeichen besitzen. 


§ 2. 


Die Transformationen, welche die Kongruenz in der ersten Hilbert- 
schen Geometrie festlegen, besitzen sechs Eigenschaften. 


Zum Beweis der Kongruenzaxiome (III) untersuchen wir zunichst 
die Eigenschaften der Potenzreihen in dem Zahlensystem 7. Die Zahl rt: 


a) 


iden ee (n> 0) 


nm, 1 
t= 6, + 4,48 Ta,+¢ 
ist kleiner als jede reelle Zahl (Grundlagen, Seite 128) und wird daher 
als unendlich kleine Zahl aus 7 bezeichnet. Eine gegebene konvergente 


oder divergente Potenzreihe in r: 
p(t) =e, +¢,7+¢,1*. 


14B8t sich dann stets nach Potenzen von t ordnen, wenn wir den angegebenen 
Wert von r einsetzen. Denn die Glieder hinter c,r* kénnen keine k-ten 
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Potenzen von ¢ mehr enthalten, so da8 in g(r) nur eine endliche Anzahl von 
Gliedern mit ¢* auftritt. @ ist also eine eindeutig definierte Funktion von t. 

Die Beziehungen von Potenzreihen, die fiir gew6hnliche Zahlen x gelten, 
z. B.: sin? 2 + cos? x = 1, miissen auch fiir die Zahlen rz erfiillt sein. Denn 
eine derartige Beziehung kann durch Ausfiihrung der vorgeschriebenen 
Operationen mit den Potenzreihen in den x und somit auch in den t 
bzw. ¢ verifiziert werden. Genau so ergibt sich, daB wir die fiir gewdhnliche 
Zahlen geltenden Additionstheoreme anwenden diirfen, wenn die Potenz- 
reihe eine Funktion von (#--r) ist, wobei # eine gewdhnliche Zahi be- 
deutet. SchlieBlich kénnen wir auch imaginare GréBen einfiihren und z. B.: 

cos (# -+-1)-+ ¢sin(d + 1)=—e?*" 


setzen; die Rechnungsregeln der Exponentialfunktion gelten dann genau 
wie bei gewdhnlichen komplexen Zahlen. 

Wir nennen nun zwei Strecken bzw. zwei Winkel kongruent, wenn 
es ein oder mehrere Wertsysteme {%,1,m,n} gibt, so daB eine der 
beiden Strecken bzw. Winkel durch eine Transformation von der Gestalt: 


r 


Et ty = eft atOr(7 4 ty) min 

in die andere Strecke bzw. den anderen Winkel iiberfiihrt wird. # und 
r haben hierbei die eben angegebenen Bedeutungen; m und n sind be- 
liebige reelle Zahlen aus 7. Wenn keine Transformation der angegebenen 
Art existiert, werden die GréSen nicht kongruent genannt. Um Wieder- 
holungen zu vermeiden, beweisen wir zuniachst bestimmte sechs Eigen- 
schaften der Transformationen und folgern dann aus diesen die Erfiillung 
der Kongruenzaxiome mit Ausnahme des Symmetrieaxioms. 


I. Die Transformationen iiberfiihren jeden Punkt wieder in einen Punkt. 


Die Transformationen iiberfiihren namlich einen Punkt, d. h. zwei Zahlen 
{ry} aus 7, in zwei Zahlen {Fj}, die wieder zu T gehéren und deshalb 
ebenfalls einen Punkt der Geometrie darstellen. In dieser Uberlegung 
liegt eingeschlossen, da8 keine Transformation einen endlichen Punkt in 
das Unendliche iiberfiihrt. 


Il. Die Transformationen iiberfiihren jede Gerade wieder in eine Gerade. 


Die Gleichung einer Geraden lautet in komplexer Form: 
a-+-iy=2,+iy,+ («+ ip)s (a+ip +0). 
Die Transformation ergibt: 
r—ty=et?rsdr fy + ty, —(a--ip)s}+(m+in 
= ef@tltOr (gy + gy.) -—-(m+in) — et#*0+Or(¢ + 7f)s 


Fo +t9,+(@€+7f)s. 
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Der Nachweis, da8 & und f nicht zugleich verschwinden kénnen, ergibt 
sich ohne Schwierigkeiten aus den Eigenschaften der Exponentialfunktion. 


III. Hine gegebene Halbgerade ist in eine zweite gegebene Halbgerade 
stets durch eine, aber auch nur eine Transformation tiberfiihrbar. 


Die beiden Halbgeraden seien: 


(1) r-+-ty=a+ty,+(e+2B)s ‘ie 4-ip+0; s>0), 
(2) F+t) = 7, +t, +(&€+tB)s (@+i2+0; *s>0). 


Da nach Seite 111 die Beziehung: 
(3) F+iy~g=—%+t197,+k(€+iB)s (€4+-1pP+0; s>0; k>O0) 


dieselbe Halbgerade wie (2) ergibt, brauchen wir nur zu verlangen, dab 
die Transformation die Beziehung (1) in (3) iiberfiihrt. Durch Gleich- 
setzen der hierbei entstehenden GréBen erhalten wir: 


(4) etPthtdr(y t gy )t(m+in)=7F,+74,. 
0 70 0 | 'o 
(5 ef tltOr(e tiB)=—k(&+ip). 


Es ist zu zeigen, da8 sich aus diesen Gleichungen stets ein und nur ein 
Wertsystem {#tmn} ergibt. Da m und n in (4) linear auftreten, brauchen 
wir hierzu nur # und t+ aus (5) zu berechnen. 4 darf dabei bis auf 
ganze Vielfache von 22 unbestimmt bleiben, da wir fiir alle diese Werte 
dieselbe Transformation erhalten. 


Die Lésung dieser Aufgabe ist in den Grundlagen Seite 130 ange- 
geben. Es ist nur in der dortigen Ausgangsgleichung (2-—-¢y) und 
(2’-+dy’) durch (2c +78) bzw. (@+ 728) und « durch k& zu ersetzen. 
Um zu zeigen, daB +r durch die Gleichung auf Seite 131 eindeutig und 
auBerdem reell bestimmt ist, trennen wir in Reelles und Imaginires: 


e2ir — E+in (€+in)(a—ib) 


> 


a+ib a? +b” 
=ai+ by +i(an — dé), 
cos 21 = af + bn, sin2t = an — bé. 
Diese Gleichungen enthalten keinen Widerspruch, da die Quadratsumme 
der rechten Seiten gleich 1 ist. Wir setzen nun 7 als Potenzreihe in ¢ an: 


t=2,t+ 2,1" - 
Dann ergibt sich: 
22z,t+2z,t°... {2a,¢+22,¢ ...} 


M4 9° ee ee ee _ se 5 2 a 
sin 2t= Ti 3) Tv: 


=ayn’ — b& =c,t+c,t 
Mathematische Annalen. 90. 8 
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oder: 


‘ 3 oe ‘ - 
2z,=¢,, 22%=—¢,, 22,—827=—¢, 


In diesen Gleichungen ist jede GréBe 2, gleich einer ganzen rationalen 
Funktion der c und der vorhergehenden Unbekannten 7,,...,%,-1. Da- 
mit ist aber rt in allen Fallen eindeutig und auBerdem reell bestimmt. 


Da # nur bis auf ganze Vielfache von 2 festgelegt ist, bleibt das 
Vorzeichen des Ausdruckes: 


et (Pt+na+t+or + etPttie 
unbestimmt. Einer dieser beiden Werte ergibt jedoch einen Widerspruch 
gegen Gleichung (5), da k > 0 festgelegt ist. Dieser unbrauchbare Wert 
entspricht der Transformation in die entgegengesetzte Halbgerade. Damit 
ist die Transformation eindeutig festgelegt. 
IV. Die Transformationen bilden eine Gruppe. 
Die beiden Transformationen {#, 1, m,n} und fd, t, m,n} hinter- 
einander ausgefiihrt: 
E+ iy = ef+tOr(g 4 ty)+m+in 
z+iy= etPtt+or (ZF +2¢9)+m-+in 


ett +40 +7) (ye 4 gy) + m+in 


haben namlich dasselbe Ergebnis wie die Transformation { # + 3,1 -+-1,m,n}. 


> 


Va. Die Gruppe der Transformationen enthdlt die identische Trans- 
formation. 


Die identische Transformation ist nimlich {0, 0, 0. 0}. 
Vb. Jede Strecke mit den Endpunkten (x,y,) und (x,y,) wird 


auBer durch die identische Transformation auch noch durch eine andere 
Transformation in sich selbst iiberfihrt. 


Die gesuchte Transformation ist {2, 0,2, + 2,, y, +y.}: 


E=—2TUy+T, FH—Y+WAt+M- 


VI. Wenn der Schenkel A eines Winkels in den andern Schenkel B 
transformiert wird, liegt der durch die Transformation aus B enistehende 
Schenkel C und der Schenkel A auf verschiedenen Seiten des Schenkels B. 


A und B mégen die Gleichung haben: 
A: r+ty=2,+ty,+(«+78)s (a+iB+0; 8s>0), 
B: a+ty=2,+iy,+(@+iB)s (2+¢B+0; #8>0). 
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Da die beiden Schenkel nicht in einer einzigen Geraden liegen diirfen, ist 
nach Seite 111: > . 
a:B+@:p oder ap +a. 
Wir transformieren A in B. Dann bestimmt sich nach III der Drehungs- 
winkel #-+-+r aus der Gleichung: 
etP++8r(g¢ + 78) = k(@ + ip) (k>0). 

Durch dieselbe Transformation wird B in C iiberfiihrt. Da hierbei die 
Spitze des Winkels in sich selbst iibergeht, besitzt C die Gleichung: 

E+ ty = 2+ ty, + efO+atOr(g + iB)-s (s>0), 


(@+ip)? 
a+ip * 


Es geniigt zu zeigen, daB die beiden Punkte A, und C,, die sich fiir 


=X+tty,tk 1k>0). 


1 bzw. s=_ auf A und C ergeben: 


k 

A,: t-- ty Xo - tYo + @& + iB, 
7 , . ; (a@+ip)? 
Co: BUY = Ly ty 7 a+ip 


auf verschiedenen Seiten der Geraden B liegen. B hat nach Elimination 
von s die Gleichung: 

M -= pr — ay — (pr, — &y,)= 9. 
Nach Seite 110 ist zu zeigen, daB M durch Einsetzen der Koordinaten von 


A, und C, einmal gréBer und einmal kleiner als Null wird. M ist gleich 
dem Imaginarteil der folgenden Funktion: 


M = J{(@ —B)[(x, +ty,) —(x+iy)]}. 
Durch Einsetzen von A, und C, ergeben sich die beiden Werte: 
M, = J{—(@—if)(a+ip)} ap — pa, 


= Jf — (a — py tN A _ EtP 0 pe 
M, | (a tp) a+7p 3 ai pa \@P Ba) 


M, und M, haben also stets entgegengesetztes Vorzeichen. 


§ 3. 
Jede Transformationsgruppe, welche die angegebenen sechs Eigen- 


schaften besitzt, erfiillt alle Kongruenzaxiome mit Ausnahme des 
Symmetrieaxiomes. 


Wir zeigen zunichst, da8 zu jeder Transformation eine inverse Trans- 
formation existiert, die also, mit der ersten Transformation zusammen- 
gesetzt, die identische Transformation ergibt. Wenn namlich durch die 

8* 
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gegebene Transformation ein Halbstrahl A in den Halbstrahl B iiberfiihrt 
wird, ist die nach III eindeutig bestimmte Transformation, die B in A 
iiberfiihrt, die inverse Transformation. Denn durch Zusammensetzung der 
beiden Transformationen nach IV ergibt sich eine einzige Transformation, 
die den Halbstrahl A in sich selbst iiberfiihrt. Der Halbstrahl A ist aber 
nach III nur durch eine einzige Transformation in sich selbst iiberfiihrbar 
und diese ist nach Va die identische Transformation. Daraus folgt weiter: 
Wenn zwei geometrische Gebilde kongruent sind, kann sowohl das erste 
in das zweite, wie auch das zweite in das erste transformiert werden. 

Im Axiom III 1 gehen wir von einer Geraden a mit zwei auf ihr 
liegenden Punkten A und B und einer von A’ ausgehenden Halbgeraden a’ 
aus. Um auf a’ eine zu AB kongruente Strecke zu bestimmen, kénnen 
wir entweder A oder B in A’ transformieren. Im ersten Fall muB die 
von A ausgehende Halbgerade, die B enthilt, in die Halbgerade A’ iiber- 
fiihrt werden; dann ist aber nach III die zugehérige Transformation und 
somit der Endpunkt B’ der kongruenten Strecke eindeutig bestimmt. 
Genau so erhalten wir im zweiten Fall eindeutig einen Punkt B’’. Hier- 
bei kann weder B’ noch B” mit A’ zusammenfallen, da sonst das 
Strahlenbiischel durch A’ in die Gerade a und umgekehrt transformiert 
wiirde. was nach II unméglich ist. Die beiden Punkte B’ und B”’ 
miissen miteinander identisch sein. Denn durch Zusammensetzung der 
beiden Transformationen: A’ B’ in AB und: AB in B” A’ erhalten wir 
eine Transformation, die A’ B’ in B"' A’ iiberfiihrt. Mit dieser Trans- 
formation setzen wir die in Vb angegebene Transformation: B’’ A’ in 
A’ B” zusammen, wodurch sich eine Transformation ergibt, die A’ B’ in 
A’ B” und somit die Halbgerade a’ in sich selbst iiberfiihrt. Es gibt 
aber nach III nur eine einzige Transformation dieser Art und diese ist 
nach Va die identische Transformation, so daB B’ und B”’ zusammen- 
fallen miissen. 

Aus der angegebenen Uberlegung folgt weiter: Wenn zwei Strecken 
AB und A’B’ kongruent sind, lassen sie sich nicht nur auf eine, sondern 
auf vier verschiedene Arten ineinander transformieren, namlich: 


AB in A'B’, A’'B’ in AB, 
AB in B'A’, A’B' in BA. 


Diesen Satz gebrauchen wir zu dem Beweis der Axiome III 3 und III 6. 

Im Axiom III 2 wird verlangt, da8 aus AB = A’ B’ und AB = A’’B” 
stets A’ B’ =A" B” folgt. Diese Forderung ist aber erfiillt, da sich 
durch Zusammensetzung der beiden Transformationen: A’ B’ in AB und: 
AB in A” B” eine Transformation ergibt, die A’ B’ in A” B”’ itberfiihrt. 
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Aus den Voraussetzungen des Axioms IIIT3 und dem Satz, den wir 
bei dem Beweis des Axioms III 1 abgeleitet haben, folgt, dab zwei 
Transformationen: AB in A’B’ und: BC in B’C’ existieren; B und B’ 
sind dabei innere Punkte der Strecken AC und A’ C’ (Grundlagen, Seite 10). 
Beide Transformationen iiberfiihren die Halbgerade B-+C in die Halb- 
gerade B’--+C’, sind also nach III miteinander identisch. Dann wird 
aber durch diese Transformation auch AC in A’C’ iiberfiihrt. 

Im Axiom III 4 sind zwei Halbgerade A und B gegeben, die von 
demselben Punkt ausgehen, aber nicht in einer Geraden liegen; auBerdem 
ist ein dritter Halbstrahl A’ gegeben. Um an A’ 2u AB kongruente 
Winkel anzutragen, kénnen wir entweder A oder B in A’ transformieren. 
Nach III erhalten wir hierdurch eindeutig zwei Halbstrahlen B’ und C’. 
Diese Halbstrahlen kénnen zunichst nicht in der zu A’ gehérigen Geraden 
liegen; denn ein derartiges Verhalten wiirde II widersprechen. Es ist 
somit nur noch zu zeigen, daB B’ und C’ auf verschiedenen Seiten der 
zu A’ gehérigen Geraden liegen. Hierzu setzen wir die beiden Trans- 
formationen: A’B’ in AB und: AB in C’'A’ nach IV zusammen, wo- 
durch sich eine Transformation ergibt, die A’B’ in C’A’ iiberfihrt; 
daraus folgt aber nach VI die zu beweisende Behauptung. 

DaB jeder Winkel sich selbst kongruent ist, folgt aus der Definition 
der Kongruenz, da jeder Winkel durch die identische Transformation in 
sich selbst iiberfiihrt wird. Ein Analogon des Satzes Vb fiir Winkel ist 
hierzu nicht erforderlich und existiert auch nicht (Seite 118). 

Die Giiltigkeit des Axioms IIL 5 wird genau wie die des Axioms III 2 
bewiesen. 

Zum Beweis des Axioms III 6 bezeichnen wir zunichst willkiirlich 
eine der beiden Halbebenen, die durch eine feste Halbgerade a bestimmt 
sind, als links und die andere Halbebene als rechts von der Halbgeraden a. 
Weiter bezeichnen wir bei einer beliebigen Halbgeraden b diejenige Seite 
als links bzw. rechts von der Halbgeraden b, die sich aus der linken bzw. 
rechten Seite der festen Halbgeraden a ergibt, wenn wir a in Db trans- 
formieren. Hiermit ist der Begriff links und rechts von einer Halbgeraden 
eindeutig festgelegt. (Vgl. Grundlagen, Seite 122.) Infolge der Gruppen- 
eigenschaft der Transformation ergibt sich, daB bei der Uberfiihrung 
einer beliebigen Halbgeraden in eine andere Halbgerade sowohl die beiden 
linken als auch die beiden rechten Seiten ineinander transformiert werden. 

Es sei nun 2in Winkel AB gegeben. Dann kann der Schenkel B 
entweder auf der linken oder der rechten Seite des Schenkels 4 liegen; 
wir nehmen etwa das erstere an. Wenn wir nun A in B transformieren, 
liegt der aus B entstehende Schenkel C ebenfalls auf der linken Seite 
von B. Nach VI liegen aber C und A auf verschiedenen Seiten von B, 
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so daB A auf der rechten Seite von B liegen muB. Genau so folgt, daB, 
wenn B auf der rechten Seite von A liegt, A auf der linken Seite von B 
liegt. Wir kénnen daher stets den einen Schenkel eines Winkels als den 
linken und den andern als den rechten bezeichnen. Bei der Transformation 
eines Winkels in einen andern Winkel werden dann sowohl die beiden 
linken als auch die beiden rechten Schenkel ineinander transformiert. 
Hieraus folgt weiter, da8 ein Winkel in sich selbst nur durch die identische 
Transformation iiberfiihrt werden kann. 

Es seien nun fiir zwei gleichliegende Dreiecke ABC und A’B'C’ die 
Voraussetzungen des ebenen Kongruenzaxioms III 6 erfiillt: 


BAC=- B'A'C’, AC-—A'C’, AB=A'B’. 


Es gibt somit drei Transformationen, durch welche je eine der drei GréBen 
«a BAC, AC und AB in die ihr kongruente GréBe transformiert wird 
Die erste und zweite Transformation iiberfiihren beide den Halbstrahl 
A-»-B in A’'-+B’, sind also miteinander identisch. Genau so fallen 
auch die erste und dritte Transformation in eine einzige zusammen. Durch 
diese Transformation werden die Punkte ABC in die Punkte A’B’C’ iiber- 
fiihrt und daraus folgt, daB auch die beiden anderen Winkel und die dritten 
Seiten einander kongruent sind. Dieser Beweis versagt, wenn die beiden 
Dreiecke symmetrisch liegen. 

Hiermit ist gezeigt, daB in der ersten Hilbertschen Geometrie alle 
vorausgesetzten Axiome erfiillt sind. 


§ 4. 
Die zweite Hilbertsche Geometrie erfiillt die Axiomgruppen I, II, Ill 
und IV mit Ausnahme des Symmetrieaxiomes. 


Zur Konstruktion der zweiten Hilbertschen Geometrie gehen wir von 
den beiden Zahlen 1 und « = tg 1 aus und wenden auf sie eine endliche An- 
zahl von Malen die vier Rechenoperationen: Addition, Subtraktion, Multi- 
plikation, Division und die beiden Operationen ¥1 +- @* und e” an, wobei 
wm eine Zahl bedeutet, die vermége jener sechs Operationen bereits ent- 
standen ist. Den hierdurch gewonnenen Bereich von Zahlen bezeichnen 
wit mit 2. In den Grundlagen Seite 138 ist Hilbert von einem kleineren 
Zahlbereich ausgegangen. Durch die angegebene Erweiterung wird einmal 
eine Schwierigkeit bei der Festsetzung der Kongruenz vermieden, und 
ferner der unangenehme Beweis erspart, daB die Zahl tg1 oder eine ent- 
sprechende Zahl in {2 vorhanden ist. Aus dem Bereiche 2 konstruieren 
wir in bekannter Weise eine Geometrie (Grundlagen, Seite 138). In dieser 
Geometrie miissen dann nach dem Beweis in § 1 die Axiomgruppen 
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der Verkniipfung, der Anordnung und das Parallelenaxiom erfiillt sein, da 
der zugrunde gelegte Zahlbereich 2 ein Kérper ist. 

Zur Definition der Kongruenz konstruieren wir zunichst eine unstetige 
Funktion. Der Bereich Q ist abzahlbar, da sich durch nm der angegebenen 
Operationen nur endlich viele Zahlen aus 1 und ys erzeugen lassen und 
wir somit die Zahlen aus 2 nach wachsendem n abzihlen kénnen. Wir 
legen nun eine bestimmte Abzahlung fest und bezeichnen die k-te Zahl 
mit a,. Sodann betrachten wir die bis auf ganze Vielfache von 2 fest- 
gelegten Zahlen: 

b, = arctga, +na2. 
Diese Zahlen brauchen nicht zu 2 zu gehéren. Unter den Zahlen #, gibt 


es sowohl rationale als auch irrationale Vielfache von 2; denn zua, = V3 
mu 


gehért die Zahl 0,=; 


-+-na und zu a,= ym die Zahl #, = arc tg(tg 1) 
=1-+nz2. 

Wir gehen nun die Zahlen #, in der festgelegten Reihenfolge durch. 
Dann miissen wir nach einer bestimmten Reihe von Schritten auf eine 
Zahl kommen, die kein rationales Vielfaches von 2 ist; vielleicht ist diese 
Zahl sogar die erste. Wir bezeichnen sie mit #,, und gehen dann in der 
Reihenfolge der Zahlen weiter. Es ist denkbar, daB alle Zahlen in der 
Form: 
ra+- 7, 0,, 


dargestellt werden kénnen, wobei die r rationale Zahlen sind. Wenn dies 
nicht der Fall ist, nennen wir die erste Zahl, bei der dies unmdglich ist, ,, . 
Vielleicht haben nunmehr alle folgenden Zahlen die Form: 


ra+ 7, 9p, + 12 D,, 
wobei die r rationale Zahlen sind. Wenn dies nicht der Fall ist, be- 
zeichnen wir die erste Zahl, die nicht in dieser Weise dargestellt werden 
kann, mit 3, usw. Wir erhalten hierdurch eine endliche oder auch unend- 


liche Reihe von Zahlen #;,, 0;,, 0:,... . Diese Reihe besitzt die Eigen- 
schaft, daB jede Zahl #, in der Form: 


i. = ra -+ rT; d,, a 1, On,+ eee — rn Dx, 


darstellbar ist, wobei n eine endliche ganze Zahl und die r rationale 
Zahlen bedeuten. Ferner ist diese Darstellung eindeutig, da sich durch 
eine entgegengesetzte Annahme ein Widerspruch gegen die Definition der 
Zahlen #,, ergeben wiirde. Daraus folgt weiter, daB die Darstellung von: 


+08 ae ks | t 
‘, + Of = arc tg —— = are tga; 
1 —a,-ay ‘ 


durch Addition der Darstellungen von # und #j erhalten wird; denn 
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sonst wiirden wir einen Widerspruch gegen die Eindeutigkeit der Dar- 
stellung erhalten. 

Die gesuchte unstetige Funktion setzen wir gleich f(#,) =e". Diese 
Funktion nimmt fiir rationale Vielfache von 2 den Wert 1 an, fiir irrationale 
Vielfache dagegen auch andere Werte, die aber stets gréBer als Null sind. 
Ferner folgt, wenn f(#,) =e" und f(dj)—e” ist, f(b + df) = e™*". 
Mit Hilfe dieser Funktion definieren wir nun auf dieselbe Weise, wie auf 
Seite 112, die Kongruenz durch die Transformationen {/,1r, mn}: 


E+ ty eT (e+ ty) + min. 
Diese Transformationen besitzen die Eigenschaften I—VI: 


I. Die Transformationen tiberfiihren jeden Punkt wieder in einen 
Punkt. (Seite 112.) 

Zum Beweis ist zu zeigen, daB cos #, und sin, Zahlen aus 2 sind. 
Wir hatten aber tg#, =a, gesetzt, wobei a, eine Zahl aus Q war, so 
daB die Zahl: 

cos #, - a 
' } 1+ tg? d, yl+a; 
und genau so sin#, ebenfalls in 2 liegen muB. 

Der Beweis II (Seite 112) erfahrt keine Anderung. 


Ill. Eine gegebene Halbgerade ist in eine zweite gegebene Halbgerade 
stets durch eine, aber auch nur eine Transformation iiberfihrbar. 

Durch die gleiche Rechnung wie auf Seite 113 erhalten wir die Be- 
stimmungsgleichung (5): 


et Ket, , & ul 
a+i7p 
Hieraus folgt: 
‘ aa+- pp — ap — Ba 
e": cos 0, : = Bp : e”: sin ? k — Ba 3 
ce k ae 
a*+ a*—+— Bp 
und somit: 
ap—-pa 
tg #, = coe ; 
aa+ pp 


Durch diese Gleichung ist #, bis auf ganze Vielfache von 2 bestimmt 
und somit r, eindeutig festgelegt. Auf eine entsprechende Weise wie auf 
Seite 114 wird gezeigt, daB eine der beiden hierdurch entstehenden Trans- 


formationen unbrauchbar ist; damit ist aber die Transformation véllig 
bestimmt. 


Die Beweise IV, Va, Vb und VI verlaufen analog wie die ent- 


sprechenden Beweise in der ersten Hilbertschen Geometrie (Seite 114—115). 
Bei IV wird benutzt, daB dem Werte 3, + 8; der Wert r, +7, zugeordnet 


Ebene Geometrie ohne Symmetrieaxiom. 121 


ist, wenn zu #, der Wert r, und zu dg der Wert 7, gehdrt (Seite 120), 

In Va und Vb setzen wir #, = 0 bzw. #, = 2; in beiden Fallen ist dann 

r,=0. In VI treten iiberhaupt keine wesentlichen Anderungen ein. 
Aus diesen sechs Transformationseigenschaften folgt nach den Beweisen 


in §38, daB auch in der zweiten Hilbertschen Geometrie alle voraus- 
gesetzten Axiome erfiillt sind. 


§ 5. 
Aufstellung einiger Lehrsitze iiber die beiden Hilbertschen Geometrien. 


Hierzu bauen wir zunichst aus dem Zahlsystem 7 bzw. Q je eine 


Geometrie auf und legen in ihr die Kongruenz durch die euklidischen 
Formeln fest: 


E+ ty = e§ F(x + ty) +- (m+ in) 
bzw.: E+ity ee (x tity) +(m+in). 
Ein Vergleich mit den friiheren Untersuchungen und eine leichte ana- 
lytische Rechnung zum Beweis des Symmetrieaxioms ergibt, daB diese 
euklidische Definition der Kongruenz alle Kongruenzaxiome erfillt. In 
den betrachteten Geometrien sind also alle Folgerungen erfiillt, die sich 
aus den ersten vier Axiomgruppen ziehen lassen. Wir wollen daher diese 
Geometrien zum Unterschied von den beiden Hilbertschen Geometrien 
euklidisch nennen, obwohl sie von der euklidischen Geometrie in den 
Stetigkeitsaxiomen abweichen. Es ergibt sich nun: 

Zwei Winkel sind in einer der beiden Hilbertschen Geometrien kongruent, 
wenn sie in der zugehérigen euklidischen Geometrie kongruent sind und 
umgekehrt. 

Wir zeigen zunichst, da8 ein Winkel in einer der beiden Hilbert- 
schen Geometrien dieselbe Drehungsvariable wie der entsprechende Winkel 


in der zugehérigen euklidischen Geometrie ergibt und umgekehrt. Zum 
Beweis drehen wir die Halbgerade: 


r+iy=a2,+ty,+(«+B)s (a+tB +0; s>0) 
erst nach der Hilbertschen und dann nach der euklidischen Definition der 
Kongruenz um den Winkel (# + 1): 
a+ty=2+ty, + ef?tator(g + iB)s =x, -+ ty, + (@+¢8)s, 
r+ty=2%+ty,-+ e+) (a + t8)s=2,+ty,+(@+ 2B)s. 
Diese Halbgeraden sind aber nach Seite 111 identisch, da 
a@+ip=e'(é+ip) oder: a:p=—@:B 


ist, wobei @ und @ und genau so B und £ dasselbe Vorzeichen besitzen. 
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Durch denselben Schlu8 ergibt sich der Beweis fiir die zweite Hilbertsche 
Geometrie. 

Nun sind in der euklidischen Geometrie zwei Winkel kongruent, wean 
sie dieselbe Drehungsvariable bestimmen; aus unserer Uberlegung ergibt 
sich, daB dann das gleiche auch fiir die beiden Hilbertschen Geometrien 
gelten muB. Aus diesen beiden Uberlegungen folgt aber: Wenn zwei Winkel 
in der einen Geometrie kongruent sind, also in ihr iibereinstimmende 
Drehungsvariable bestimmen, miissen sie auch in der zugehérigen Geometrie 
gleiche Drehungsvariable ergeben und somit auch in ihr kongruent sein. 

Im Gegensatz zur Winkelkongruenz ist die Streckenkongruenz in zwei 
zusammengehérigen Geometrien wesentlich verschieden. 

Ein Kreis um den Koordinatenanfangspunkt besitzt namlich nach der 
Hilbertschen bzw. der euklidischen Definition der Kongruenz die Gleichung: 
l. c+iy=ae'et+” 2.2+iy=aere™: 

bzw. xzt+iy=—a-etl?tn at+iy=a-e'*x. 

Da die Punkte, die in beiden Darstellungen zu demselben Parameterwert 
(#+-1) bzw. #, gehéren, auf ein und derselben vom Nullpunkt aus- 
gehenden Halbgeraden liegen, sind in den beiden Hilbertschen Geometrien 
die Radien der euklidischen Kreise um e' bzw. e” vergréBert. Aus der 
Unstetigkeit von e” folgt iibrigens, daB der Kreis in der zweiten Hilbert- 
schen Geometrie eine iiberall unstetige Kurve ist. 

Wir zeigen nun: 

In den beiden Hilbertschen Geometrien gelten die folgenden Sdtze: 

1. Es existieren rechte Winkel. 

2. Jeder Winkel ist halbierbar. 

Diese beiden Sitze folgen sofort aus dem Satz iiber die Winkel- 
kongruenz. 


3. Gleichen Seiten liegen im allgemeinen keine gleichen Winkel 
gegeniiber. 


& Zum Beweis betrachten wir ein euklidisch 
gleichschenkliges Dreieck ABC (Fig. 1), dessen 
, Spitzenwinkel bei A = #-++-1t bzw. = #, ist, wobei 

A OY |p 





t bzw. r, +0 sein mége. Ferner tragen wir auf 
AC nach der Hilbertschen Kongruenz eine Strecke 





C’ AC’=ABab. Dann ist aber in der euklidischen 
. C und somit auch in der Hilbertschen Geometrie 
Fig. 1. x ABC’ +X AC'B. 


4. Gleichen Winkeln liegen im allgemeinen keine gleichen Seiten 
gegentiber. 
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In dem eben konstruierten Dreieck ABC ist nimlich nach Hilbert- 
scher Definition 3¢ ABC = X. ACB, aber AB = AC. 

Infolge dieser beiden Satze treten in den Hilbertschen Geometrien 
an die Stelle der gleichschenkligen Dreiecke der euklidischen Geometrie 
zwei verschiedene Arten von Dreiecken, namlich solche, die zwei kon- 
gruente Seiten, und solche, die zwei kongruente Winkel besitzen. Die 
ersteren wollen wir als gleichschenklig und die zweiten als gleichwinklig 
bezeichnen. 


5. Im gleichwinkligen Dreieck fallen Hohe, Basishalbierende und 
Spitzenwinkelhalbierende zusammen. 

Da das Dreieck euklidisch gleichschenklig ist, fallen die drei Geraden 
nach euklidischer Konstruktion zusammen; die Konstruktion in der zu- 
gehérigen Hilbertschen Geometrie ergibt aber genau dieselben Geraden. 

6. Im gleichschenkligen Dreieck fallen im allgemeinen keine der drei 
Linien: Hohe, Basishalbierende und Spitzenwinkelhalbierende zusammen. 

In dem Dreieck ABC halbiert nach dem vorigen Satz die Spitzen- 
winkelhalbierende AD’D die Strecke BC und steht auf ihr senkrecht. 
Dann kann sie aber in der euklidischen und somit auch in der Hilbert- 
schen Geometrie weder die Strecke BC’ halbieren noch auf ihr senkrecht 
stehen. SchlieBlich kénnen auch Basishalbierende und Hohe nicht zu- 
sammenfallen, da dann das Dreieck ABC’ euklidisch gleichschenklig sein 
miiBte. 

7. Die drei ersten Kongruenzsdtze fiir symmetrische Dreiecke sind 
im allgemeinen nicht erfiillt. 

Zum Beweis ziehen wir bei den beiden ersten Kongruenzsatzen in 
dem oben konstruierten Dreieck ABC’ bzw. ABC die Spitzenwinkel- 
halbierende und bei dem dritten Kongruenzsatz in dem Dreieck ABC’ die 
Basishalbierende. 


8. Es existieren Dreiecke mit drei kongruenten Winkeln. 


Wenn wir namlich zwei Winkel eines Dreieckes gleich machen, 


a 
3 
mu8 nach dem Parallelenaxiom der dritte Winkel ebenfalls gleich - sein. 


9. In jedem Dreieck, in dem die drei Winkel kongruent sind, sind 
auch die drei Seiten kongruent. 


Die Winkel eines derartigen Dreieckes betragen =» so daB es eukli- 


disch gleichseitig ist. Eiir die Drehung ; stimmt aber die euklidische und 
die Hilbertsche Streckenkongruenz iiberein, so daB das Dreieck auch in 
der Hilbertschen Geometrie gleichseitig sein muB. Aus diesem Satze 
folgt sofort: 
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10. Es existieren Dreiecke mit drei kongruenten Seiten. 


Die Untersuchung, ob diese Dreiecke stets kongruente Winkel be- 
sitzen, und genau so die Untersuchung des dritten Kongruenzsatzes fiir 
gleichliegende Dreiecke habe ich in der zweiten Hilbertschen Geometrie 
nicht durchgefiihrt, da hierzu komplizierte Untersuchungen iiber die Ratio- 
nalitat bzw. Irrationalitat bestimmter Zahlen notwendig sind. In der 
ersten Hilbertschen Geometrie habe ich folgende Ergebnisse erhalten: 

11. In der ersten Hilbertschen Geometrie sind in jedem Dreieck, in 
dem die drei Seiten kongruent sind, auch die drei Winkel kongruent. 

Die Eckpunkte des allgemeinen gleichseitigen Dreiecks mégen die 
Koordinaten haben: 

B=0, C=a, A= 2+ tH. 
Die Kreise um B bzw. C mit dem Radius a besitzen die Gleichungen: 
r+ ty —_ a-et?rtt +O 
E+ ty7 = a-e6P tartar + g. 
Die Parameter #-+-t und #-+- 1 sind hierbei in positivem Sinne gemessen. 
A ist der Schnittpunkt der beiden Kreise; die zu ihm gehérigen Parameter 
d,+ 1, bzw. #,-+-7, ergeben sich somit aus der Gleichung: 


et%+(l+ire = et Poth+Hte tf 
Fiir t= 0 ergibt sich: 
ete = ef +]. 
Diese Gleichung bestimmt die Schnittpunkte der beiden Kreise in der 


gewohnlichen euklidischen Geometrie und besitzt daher, wenn wir uns auf 
den ersten Quadranten beschranken, nur eine einzige Lésung, namlich: 


x : 2x 
D, = 7 a, = 5° 


Zur Bestimmung von 1, und 7, erhalten wir die Gleichung: 


ix 2ix 
e 3 ellttre =e 3 elitdie + 1 re 


Aus ihr folgt aber: 1, = 7,—0, da sich bei anderem Ansatz ein Wider- 


spruch ergibt. 


12. In der ersten Hilbertschen Geometrie ist der dritte Kongruenzsatz 
fiir gleichliegende Dreiecke nicht erfiillt. 


Die drei Punkte: 
P, =%+ty,=- : » B=0 


1—elltHe 1 , 
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bilden ein gleichschenkliges Dreieck; denn die Strecke P,P, wird durch 
die Transformation {0, 1, ¢, 0}: 

F+t7¥=—ett"H(z+iy)tt 
in die Strecke P,P, iiberfihrt. Die Entwicklung: 


_ (si, _ +i)* 


; 2 ae 
Lo tY9 = t:{ i! t 21 t —.be-, - + #{...} 


+1 J 


oder: 1 


%=— zt t{...55 9 = +5+t{...} 
ergibt, daB der Punkt P, in unmittelbarer Nahe des Punktes (—}, + }) 
liegt (Fig. 2). 

Aus diesem merkwiirdigen gleichschenkligen Dreieck folgt, daB die 
Abweichungen der Hilbertschen Geometrie von der euklidischen Geometrie 
durchaus endlicher Art sind. Die nahere Un- 
tersuchung ergibt, daB in der ersten Hilbert- 
schen Geometrie gleichschenklige Dreiecke von 
zwei verschiedenen Formen auftreten: Bei der 
ersten Form unterscheiden sich die beiden 
Basiswinkel nur um unendlich kleine GréBen, 
wahrend bei der zweiten Form der rechte 





Basiswinkel (von der Spitze aus gesehen ) gleich 
135°-+-7, und der linke Basiswinkel gleich Fig. 2. 
45°-+-1, ist, wobei rt, und zt, unendlich kleine 
Winkel bedeuten. Der letzte Fall tritt dann und nur dann ein, wenn 
die Basis gegeniiber den beiden Seiten unendlich klein ist. 

Wir nehmen nunmehr den Punkt P,: 

P, = 2, +ty,=t-e® = {5 +5Vv3} 
hinzu. Dann ist das Dreieck P, P,P, in der Hilbertschen Geometrie 
gleichseitig, da es euklidisch gleichseitig ist und die beiden Definitionen 
der Kongruenz fiir Drehungen um # = —, t = 0 iibereinstimmen. 

SchlieBlich liegen P, und P, auf derselben Seite der Geraden P, P,. 
Die Gerade P,P, hat niamlich in den laufenden Koordinaten é, die 
Gleichung: 


M = (x — Xs) — § (Yo — Ys) — Tos + Zz Hq = O- 
Ferner besitzen die Ausdriicke M, und M,, die sich aus M durch Ein- 
setzen von P, und P, ergeben, dasselbe Vorzeichen: 


[3+1 3 
! V 
M, = — %¥, + 2% Y= Gt +t Ccads 


M, = — 1 (99 — Yo) — 204s + 2540 = et A ...}. 
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Die beiden Dreiecke P, P,P, und P, P,P, (Fig. 2) besitzen somit 
kongruente Seiten: P,P, = P,P,, P,P, =P,P., P,P, = P,P, wd sind 
gleichliegend und nicht symmetrisch; trotzdem sind aber die sich ent- 
sprechenden Winkel nicht kongruent, so da8 unsere Behauptung hiermit 
bewiesen ist. 


§ 6. 
Der Aufbau der ebenen Geometrie aus den Axiomgruppen I, II, Ill 
bei Fortlassen des Symmetrieaxiomes. 


Zum Schlu8 dieser Untersuchung soll angegeben werden, wie sich der 
Aufbau der ebenen Geometrie gestaltet, wenn wir die Axiome der Stetig- 
keit, das Parallelenaxiom und das Symmetrieaxiom nicht voraussetzen. 

Wir folgern hierbei zunachst nach dem Beweis Grundlagen Seite 14, 
daB der erste und zweite Kongruenzsatz fiir gleichliegende Dreiecke er- 
fiillt sind. Dagegen sind der dritte Kongruenzsatz und die drei ersten 
Kongruenzsatze fiir symmetrische Dreiecke unbeweisbar (Satz 12 u. 7 in § 5). 

Die Kongruenz von Strecken, die durch die Addition kongruenter 
Strecken entstehen, wird im Axiom III 3 festgelegt. Da diese Forderung 
fiir Geraden aller Richtungen erhoben wird, ist im Axiom III 3 die 
,,Kommutativitat’* der Streckenaddition enthalten: Wenn vier aufeinander- 
folgende Punkte ABCD auf einer Geraden liegen und AB CD ist, 
so ist auch AC= BD. Aus Axiom III 3 ergibt sich durch indirekten 
Beweis derselbe Satz fiir die Subtraktion kongruenter Strecken. Mit Hilfe 
des Satzes, daB gleichliegende Nebenwinkel kongruenter Winkel ebenfalls 
kongruent sind (Grundlagen Seite 15), ergibt sich dann die Kongruenz von 
Winkeln, die durch gleichsinnige Addition bzw. Subtraktion kongruenter 
Winkel entstehen. Es ist mir nicht gelungen, diesen Satz auch fiir die 
ungleichsinnige Winkeladdition zu beweisen. Wenn dieser Satz stets er- 
fillt ist, wird die Winkeladdition kommutativ genannt (Grundlagen 
Seite 259). Es bleibt somit ungeklart, ob die Winkeladdition kommutativ 
oder nicht kommutativ ist. Noch kompliziertere Verhaltnisse ergeben sich 
bei der ungleichsinnigen Subtraktion kongruenter Winkel. Denn wenn 
wir an einen Winkel AOB (Fig. 3) nach innen die 
kongruenten Winkel AOC und BOD abtragen, 
kénnte einer der freien Schenkel im Innern und 
einer im AuBern des Winkels AOB liegen. Bei 
ungleichsinniger Antragung wire dann ein Winkel 

Cc nicht mehr eindeutig kleiner, gleich oder gréBer 
B als ein zweiter Winkel. Es bleibt somit ungeklart, 
ob die GréBenanordnung der Winkel eindeutig ist. 


D 
A 
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Bei kommutativer Winkeladdition mu8 die GréBenanordnung der Winkel 
eindeutig sein; dagegen scheint die Umkehrung dieses Satzes nicht erfillt 
zu sein, 

Nunmehr folgern wir nach der in den Grundlagen Seite 260 ange- 
gebenen Konstruktion die Halbierbarkeit der Strecken und die Kongruenz 
der Scheitelwinkel. Um den dort gegebenen Beweis streng zu gestalten, 
ist noch zu zeigen, da8 der konstruierte Mittelpunkt im Innern der 
Strecke AB liegt, und da®B ferner die Halbierung eindeutig ist. Beide 
Beweise ergeben sich aber ohne besondere Schwierigkeiten. 

Aus den Hilbertschen Geometrien folgt weiter, daB der Basiswinkel- 
satz und seine Umkehrung unbeweisbar sind (Satz 3 und 4 in §5). Wir 
haben daher gleichwinklige und gleichschenklige Dreiecke zu unterscheiden 
(vgl. Seite 123). Im gleichschenkligen Dreieck fallen im allgemeinen Basis- 
halbierende, Héhe und Spitzenwinkelhalbierende nicht zusammen, voraus- 
gesetzt, daB die beiden letzten Linien existieren (6). Dagegen bleibt es 
ungeklart, ob diese drei Linien im gleichwinkligen Dreieck zusammen- 
fallen (5). Des weiteren bleibt es ungeklart, ob es Dreiecke gibt, die drei 
kongruente Seiten bzw. drei kongruente Winkel besitzen (10, 8), und 
schlieBlich, ob rechte Winkel existieren (1) und die Winkelhalbierung stets 
ausfiihrbar ist (2). 

Als letztes beweisen wir durch den bekannten SchluB, da8 der AuBen- 
winkel eines Dreiecks keinem der gegeniiberliegenden Innenwinkel kon- 
gruent ist. Die Erweiterung dieses Satzes erweist sich von der Art der 
Winkelantragung abhingig. 

Hiermit ist der Aufbau unserer Geometrie bis zu einem gewissen 
Abschlu8 durchgefiihrt. Es sind dabei im ganzen sechs Fragen unbeant- 
wortet geblieben. 

Man kann nun zu den bisher betrachteten Axiomen weitere Sitze 
hinzunehmen und untersuchen, ob hierdurch bisher unbeweisbare oder 
ungeklarte Satze beweisbar werden. Zu bestimmten Ergebnissen haben 
die drei folgenden Kombinationen von Satzen gefiihrt: 

I. Die Gruppe der sechs Sdtze, die in den Hilbertschen Geometrien 
erfiillt sind, die aber nicht allgemein bewiesen werden konnten, und das 
Parallelenaxiom. Da-diese Satze in den Hilbertschen Geometrien erfiillt 
sind, bleiben alle bisher unbeweisbaren Siatze auch jetzt unbeweisbar. — 
Das Parallelenaxiom kann in den beiden folgenden Fassungen eingefiihrt 
werden: Durch einen Punkt gibt es zu einer bestimmten Geraden nur 
eine einzige Nichtschneidende. Oder: Wenn eine Gerade von zwei anderen 
Geraden geschnitten wird, schneiden sich die beiden letzten Geraden auf 
der Seite, auf der die Summe des linken (von der ersten Geraden aus 
gesehen) Innenwinkels links und des rechten Innenwinkels rechts kleiner 
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als ein gestreckter Winkel ist. Die beiden Fassungen sind einander nur 
in der angegebenen Form fquivalent. Denn wir wissen noch nicht, ob 
die betrachtete Winkelsumme unabhingig von der Richtung der Addition 
eindeutig kleiner, gleich oder gréBer als ein gestreckter Winkel ist (aus 
dieser Voraussetzung folgt naimlich, daB die GréBenanordnung der Winkel 
eindeutig ist). Die euklidische Form der zweiten Fassung wiirde somit 
unter dem Deckmantel des Parallelenaxioms noch weitere Voraussetzungen 
einfiihren. Aus den beiden Fassungen folgen dann durch den bekannten 
SchluB die Sitze iiber Winkel an Parallelen. Der Satz iiber die Winkel- 
summe im Dreieck und der AuBenwinkelsatz sind abhingig von der Art der 
Addition. Im gleichwinkligen Dreieck ist dagegen die Winkelsumme stets 
einem gestreckten Winkel kongruent. 

Il. Der Basiswinkelsatz und die Kommutativitat der Winkeladdition. 
Das Kongruenzaxiom fiir symmetrische Dreiecke wird beweisbar, so dal 
wir die gewodhnliche sich auf den drei ersten Axiomgruppen aufbauende 
Geometrie erhalten (Grundlagen Seite 259). 

Ill. Das Parallelenaxiom und die Stetigkeitsaxiome. Es ergibt sich 
die gewoéhnliche euklidische Geometrie (Grundlagen Seite 124). 

Historische Anmerkung. In Kleins autographierter Vorlesung: Ein- 
leitung in die héhere Geometrie, Teil II, Seite 227, findet sich im An- 
schluB an die Helmholtzschen Untersuchungen von 1868 eine Transfor- 
mationsgruppe, welche einen ahnlichen Bau wie die in den beiden Hilbert- 
schen Geometrien verwandten Gruppen besitzt. In den Kleinschen For- 
meln ist eine im Fall der euklidischen Geometrie reelle Konstante durch 
eine komplexe GréBe ersetzt, wodurch sich eine Geometrie ergibt, in der 
das sogenannte Monodromieaxiom nicht erfiillt ist; die ganzen Unter- 
suchungen setzten dabei immer die gewéhnlichen Stetigkeitsaxiome voraus. 
Diese Transformationsgruppe ist von Hilbert durch die angegebenen Kunst- 
griffe auf zwei verschiedene Arten so umgestaltet worden, daB das Mo- 
nodromieaxiom nicht mehr verletzt wird. 


(Eingegangen am 10. 2. 1923.) 


Sulle singolarité delle equazioni del movimento di un 
solido che si muove con attrito sopra un piano fisso. 


Von 


Basilio Desmirean in Apahida (Ruminien). 


1. Osservazioni introduttive. 


Il Signor professore T. Levi-Civita, in una Memoria pubblicata 
nell’ ,,Archiv der Mathematik und Physik’), ha studiato la singolarita che 
presentano, per v= 0, le equazioni del movimento di un punto materiale 
che si muove con attrito sopra una superficie fissa. 

Se si prendono in esame le equazioni del movimento, non pit quelle 
di un punto materiale, ma quelle di un solido che si muove sopra un altro 
solido, assoggettato all’ attrito, si presenta un problema simile a quello 
proposto e risolto dal 8. professore T. Levi-Civita. 

Nello studio presente ci proponiamo appunto di trattare il problema 
analogo, delle singolarita delle equazioni nel caso di un solido. 

Siccome lo spirito della trattazione stessa ed 1 procedimenti im- 
pegnati saranno quelli indicati dal S. professore T. Levi-Civita nella Me- 
moria citata, riproduciamone, brevemente, I’ impostazione del problema 
insieme al risultato principale, il quale sara, qui, largamente utilizzato. 

Sia 
(1) p(xyz)=0 
la equazione della superficie fissa sopra la quale é assoggettato di restare 
il punto materiale. 

Siano: 


F la forza attiva, X, Y,Z le sue componenti rispetto agli assi 


coordinati; F'7, F, i valori assoluti della componente tangenziale e nor- 
male della F; 


1) Sur la singularité dont sont affectées, pour une vitesse nulle, les équations 
du mouvement d’un point matériel frottant sur une surface. Archiv der Mathematik 
und Physik (3) 5 (1903). 
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N la reazione normale; 


«, B, y i coseni direttori della normale alla superficie; f il coefficiente 
di attrito. 


Ponendo la massa m= 1, le equazioni differenziali del movimento 





saranno: : 
= X-+Ne—f|N|- 
(2) j=Y+Np-s\NIe. 
= 4Ny—s Nl? 

Esse sono irregolari per v= 0. — A partire da questo valore della 


velocita non si possono applicare i teoremi di esistenza degli integrali*). 

In realta perd, — questo lo indica I’ esperienza —, il punto comin- 
cera a strisciare, anche partire da v — 0, se Fy >f F,. Cioé, l esperienza 
ci fa prevedere il fatto analitico che, sotto la condizione Fy > f Fy, esiste 
una soluzione del sistema differenziale (1), (2), determinata dalla condi- 
zione iniziale che il mobile parte da un certo punto della superficie con 
velocita nulla. 

Il 8. professore T. Levi-Civita applica al sistema (1), (2) una tras- 
formazione tale che lo rende accessibile, anche per v= 0 — assumendo 
come variabile indipendente v, invece di ¢ —, al metodo classico dei limiti, 
con quale dimostra |’ esistenza degli integrali del sistema, per le dette 
condizioni iniziali. 

Seguendo i medesimi procedimenti ed utilizzando i risultati acquisiti, 
siamo in grado di trattare, dal punto di vista delle singolarita, anche il 
caso pil generale delle equazioni del movimento di un solido. 


i) 


- Impostazione del problema. 


Ci proponiamo di studiare le singolarita delle equazioni del movi- 
mento di un solido 8, di superficie o, tutta convessa, che si muove con 
attrito sopra un piano fisso. 

Imaginando scritte le equazioni de! moto di un tale solido (numero 4), 
nei loro secondi membri intervengono la velocita del punto di contatto 
e la rotazione istantanea in guisa tale da privare il sistema delle equazioni 
della regolarita, per certi valori iniziali. 

A partire da tali valori critici noi non potremo applicare i teoremi 
di esistenza, il sistema delle equazioni non comportandosi regolarmente 
per i detti valori. 


*) V. anche ,,.Enzyklopadie der Mathematischen Wissenschaften“ IV. I. pag. 507. 
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D’ altra parte, l esperienza ci fa vedere |’ esistenza di un sistema di 
soluzioni — sotto certe condizioni restrittive riguardo alla grandezza della 
forza e delle coppie di attrito —, anche a partire dai detti valori critici. 

Si tratta di discutere, dal punto di vista analitico, |’ esistenza di tale 
sistema di soluzioni. 


Specificheremo al numero 5, pit da vicino, dopo esserci procurati le 
equazioni del movimento, i casi di singolarita che si voglion studiare. 


3. Elementi preparatorii per le equazioni del movimento. 


Sia dato un solido continuo, omogeneo S, limitato da una superficie 
convessa o, e un piano fisso 2, sopra cui si deve muovere, assoggettato 
all’ attrito, il solido. Imponiamo al solido S di rimanere col piano 2 in 
contatto immediato, ammettendo che il contatto avvenga in un solo punto. 

S sia assoggettato all’ azione di forze posizionali date, accanto alle 
quali, in seguito al vincolo imposto ed alla rugosita delle superficie in 
contatto, si presenteranno anche le forze di reazione. 

Richiamiamo brevemente le ipotesi ordinariamente ammesse per le 
reazioni. — La reazione del piano non perfettamente liscio 2, sopra il 
solido S, sara composta da: 


1°. Una forza N, applicata al punto di contatto P del solido, e 
diretta normalmente al piano fisso ed alla superficie o: la reazione normale ; 

2°. Una forza 7' applicata al punto di contatto e situata nel piano 
fisso: l’ attrito radente; 

3°. Una coppia M,, il cui momento é perpendicolare al piano fisso: 
la coppia d’ attrito girante; 

4°. Una coppia Yt,, il cui momento é situato nel piano fisso: la 
coppia d’ attrito volvente. 

Queste forze e coppie ottemperano alle sequenti leggi empiriche: 

T é direttamente opposta alla velocita del punto di contatto P ed é: 
T =f N, essendo f il coefficiente di attrito radente, se la detta velocita 
non é zero; e, 7’ <fN quando la velocita é zero; 

M,, é direttamente opposta alla componente normale al piano fisso 
della rotazione istantanea, w,, e si ha: M,, = eWN, essendo « il coefficiente 
di attrito girante, se la detta componente non é zero, e, M, seN 
quando wo, = 0; 

M, é direttamente opposta alla componente tangenziale, w,,e Mj—AN, 
essendo h il coefficiente (parametro) di attrito volvente, se w,+0, e, 
M, << hN quando w, = 0. 

I coefficienti e« ed A (misurati in mm) sono sempre molto piccoli 
rispetto ad f. 

9* 
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Sia ad un certo istante la velocita del punto di contatto V = 0 insieme 
alle w,=0, w,=0. A partire da questa posizione iniziale, la legge 
empirica di attrito allo stato di riposo ci insegna a distinguere due casi: 

1°. Avendosi TC/N, M, <eN, M, SAN, le V,o,, w, restano 
zero ed il corpo persiste in equilibrio; 

2°. Se invece le precedenti diseguaglianze, non sono tutte soddisfatte, 
il moto comincia immediatamente dopo I istante iniziale. In relazione al 
sussistere di due, una o nessuna delle diseguaglianze stesse, la seconda 
eventualita da luogo a 7 sottocasi, e precisamente I’ inizio del moto potra 
avvenire: 1° per semplice strisciamento, 2° per semplice giramento, 3° per 
semplice rotolamento, 4° per strisciamento e giramento, 5° strisciamento 
e rotolamento, 6° giramento e rotolamento, 7° strisciamento, giramento e 
rotolamento. — 

Vediamo ora come si possono scegliere pili opportunamente i sistemi 
di riferimento per tradurre in equazioni il movimento del solido S. 

Scegliamo un sistema di assi fissi O£¢ in modo tale che il piano 
Ey coincida col piano fisso x. Sia OC perpendicolare a a e diretto da 
quella parte, dove si trova il solido. Adoperiamo poi un sistema di assi 
mobili, solidali con S ed avente I’ origine in G, baricentro di 8. Coinci- 
dano le direzioni degli assi colle direzioni degli assi centrali di inerzia. 
Indichiamo questo sistema con Ga’y’z’. Consideriamo ancora un sistema 
di coordinate curvilinee ortogonali g,,q, sulla superficie o, atte ad indi- 
viduare la posizione sulla superficie stessa. In fine, adoperiamo un sistema 
ausiliare di assi Pxyz, avente |’ origine, sempre, nel punto di contatto P. 
Pz sia diretto normalmente alla superficie o nel punto di contatto, ovvero 
come Of. Pax e Py siano diretti 
secondo le tangenti alle linee coor- 
dinate g, e g, nel punto P, rispet- 
tivamente. 

Abbiasi una figura. 








Ne 


Y Con tali supposizioni, z,, y,, 2, 
7 (coordinate di @), come pure i co- 
seni direttori della terna degli assi 
principali di inerzia rispetto agli assi Px yz, risultano funzioni conosciute 
di g,, qs- 
Le coordinate di ogni punto della superficie o, rispetto agli assi 
solidali Ga’y’z’, si potranno esprimere come funzioni pure conosciute 
di g,,q.- — Cosi, si avra: 








[2"=2"(a%), 
(3) ? y' (9,4); 
z’ = 2'(q, qs): 
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equazioni parametriche che si possono in particolare riferire al punto di 
contatto P. 


La velocita di P avra le seguenti componenti rispetto alla terna G2’ y’ z’: 


af nna “-—. 3 
“a O"" iT 9g, 2° 


a nn - , os . 
ia éq, 2 Ge» 


» dy’ . ey’ . 
. a eq G1 + a9, 92> 
a 


le quali dipendono da q,, g,, 9,,q_ (il punto sovrapposto designando deri- 
vazione rispetto a ¢). 

Siano le coordinate del punto di contatto P, rispetto all’Oén¢, 
« e B. Cosi, le componenti della velocité del punto di contatto rispetto 
al sistema fisso Ofn¢ saranno: ¢, f, 0. 

Sia la velocita di P, rispetto al Gz’ y’z’, v’*) e, rispetto all’ Ofn¢, 
sia w; cosi la velocité di trascinamento del punto di contatto sara la 
differenza geometrica w—v’=V. Essa cadra nel piano fisso. 

Le velocita dei diversi punti del solido mobile si possono imaginare 
come provenienti da un movimento traslatorio di velocita V e da una 
rotazione m, intorno ad un asse passante per P. 

Scegliendo per punto di riduzione il punto P (di contatto), la velo- 
cita di un punto generico del solido, P;, si esprime: 


(5) vy, = V+ ar, *) 


essendo r; = P;— P. — Possiamo scrivere le componenti di questa velo- 
cita tanto rispetto agli assi Of, quanto agli assi Pxyz. Tenendo 
presente che le coordinate di P,, rispetto a O&nC¢ sono &,, n;, ¢; e quelle 
di P: «, B, 0, si avra: 

(%)s = Vet x(¢ — 0) — o(n — 8), 
(6) i V,+ e(& —«)—a@(f—0), 

(%): = V;-+ @(n — 6) — 4(§ —@), 
dove w, z, 9 sono le componenti della rotazione istantanea rispetto a Of nC. 
Le componenti della velocita rispetto agli assi Pzyz saranno: 


hh +qz—ry, 
(7) v,),=V,+r2z— pz, 
be v;),=V,+py—qz, 


%) Una lettera sottolineata denota un vettore. 
*) Con A indichiamo la moltiplicazione vettoriale. 
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essendo p,g,r le componenti della rotazione istantanea rispetto agli 
assi Px yz. 

Per poter esplicitare queste componenti, introduciamo i seguenti 
elementi. Sia m” la velocita angolare del triedro ausiliare Px yz rispetto 
al triedro fisso Off, mw’ lV analoga velocita rispetto al solido S. Per 
il principio dei moti relativi si avra: la velocita angolare assoluta = alla 
velocita angolare relativa + la velocité angolare di trascinamento, ossia: 
o” =o+@’, quindi w=” — wm’. — Indichiamo I angolo formato 
dagli assi Of e Px con #. Cosi, wm” avra per componenti rispetto agli 
assi fissi: 0, 0, #, mentre rispetto agli assi ausiliari: 0,0, —#. Le compo- 
nenti di o’ rispetto agli assi ausiliari Px yz sono funzioni di q,, 9,, 9,5 4. 
(lineari rispetto ai due ultimi argomenti). Indichiamole con p’, q’,r’. 
Cosi, proiettando ambo i membri della equazione vettoriale w = w” — w’ 
sugli assi Payz, si avra: 


{? =— 9, 
(8) g=--¢: 
| r 9 


Fra le componenti della rotazione istantanea secondo gli assi fissi e 
quelle secondo gli assi ausiliari passa la semplice relazione: 
| w = peoos ? — qsend 
(9) ) 4= psen’d-+ gqeosd 
| o=r, 


0, risolvendo secondo p, g, fr. 


p= w cos } +- ysen 
10) q = — msend + zxcosd 
ae 


Introducendo la tabelletta dei coseni direttori della terna Ga’y’z 
rispetto agli assi fissi 0&¢: 


2 2 

— 
(11) om S 
1) Bb, B. B, 


> 41 ‘2 «6438 
,%, @ Si possono esprimere facilmente per mezzo di questi coseni e delle 
loro derivate rispetto al tempo. Precisamente: 


3 3 3 
(16 _ YI» 47, _ ¥, da, i ae 
(12) wo= >, 6, dt? A day? at? o= 1," at’ 
1 
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Si possono avere pure le componenti della  rispetto alla terna Gz’ y’z’. 
Indicando queste componenti con p,,9,,1, Si avra: 


? da Vv da 7 da 
(13) Po= D> % a? was a to ire 


a. p.y a, By a.p.y 


Fissandoci |’ attenzione sul comportamento reciproco delle due terne 
Pzyz e Gx'y'z’ osserveremo che la rotazione istantanea w’ si trova, 
rispetto a Ga’y’z’, nelle medesime condizioni in quanto riguarda la sua 
dipendenza dai coseni direttori delle due terne Gx’y’z’ e Pxyz, come si 
trovava w rispetto agli assi Ofm¢. Dunque, come noi abbiamo indicato 
con p’,q’,r’ le componenti di w’ rispetto a Pxyz, per poterle scrivere 
in funzione dei coseni direttori delle due terne e delle loro derivate, dovremo 
applicare le formole (13). 


Introduciamo una analoga tabelletta dei coseni: 
(14) 


Cosi, si potra scrivere: 


‘ ’ 1 , da 7 , das ’ 1 ,daf 
(15) Pp =) as, q’ => ay rae r =» (3) qt: 
a’ py’ a’ py’ a’ p’y’ 


Ma aj = «j(9,, 9), Bi = Bi (G+ Ga) Yi =7i(%>%), Cosi che 
€j = @](G,5 G2» 9» F2)- Lo stesso per f;e 7{. Esse sono funzioni lineari 
negli ultimi due argomenti. — Con cid peg (8) risultano funzioni di 
Gi» %2> > Qo, lineari negli ultimi due, poi r é funzione di q,, g., 9,, Go & a. 

Vediamo ora la struttura delle altre 3 caratteristiche: V_, Vy & 
Indicheremo, in seguito, le prime due colle lettere consuete: V. = u, V, = 0; 
in quanto alla terza, osserviamo che essa é zero. 


Abbiamo gia visto che V = w-—v’. Proiettiamo questi vettori sulla 
terna ausiliare Pzyz. Le proiezioni della velocita relativa del punto di 
contatto, v’, tanto sopra gli assi G@z’y’z’, che sopra Pxyz, sono funzioni 
di 4,, 42» 9,» Q_ (lineari rispetto a ¢,,q,). — Siano indicate le proiezioni 
di v’ sopra Pzyz, con vj, v), v;. In quanto a w, proiettato sopra Pxyz, 
sapendo che le sue proiezioni sopra 07¢ sono a, B, 0, avremo: 


w,= <«cos?+ B sen d 


(16) w, = — dsend + poosd 


w.= 0. 
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Dunque, si potra scrivere: 
| = w,— v; 
(17) v= w,— vy 
ly 0 —w=0. 
Adesso abbiamo preparati tutti gli elementi necessarii per poter costruire 
il vettore risultante delle quantita di moto del solido S, come pure il 
momento risultante delle quantita di moto. 
Con riferenza agli assi ausiliari Pzyz, le componenti della velocita 
di un punto generico (2,y,z;) di S, si presentano: 
Vija= UT G2, — TY; 
(18) Vizy = 0 + rz; — pz; 
Vie = V+ PY; — I%;- 
Indicando con r; il vettore P;— P e con m; la massa di P;, per 


definizione si ha: 
f Q = =,m,0v; 


(19) ™ 
P } K = 2;(r,Am,v,), 


essendo il primo, il vettore risultante delle quantita di moto, mentre il 


secondo vettore é il momento risultante delle quantita di moto rispetto 
al polo P. 


4. Le equazioni cardinali del movimento del solido S. 


Indicando con R* e I”* la risultante ed i] momento risultante, rispetto 
al polo P, di tutte le forze esterne applicate al solido. le equazioni 
cardinali del movimento, con referenza agli assi ausiliari Pxyz, si 
presenteranno come segue: 


dQ 


—~+@"AQ= R* 
aE so K+ waQ—I*" 


Dividiamo le forze esterne in attive e reattive e chiamiamo con R eI” 
la risultante ed il momento risultante (rispetto a P) di quelle attive. 
Indichiamo le componenti di questi due vettori, rispetto agli assi Pzyz, 
con R,,R,, R,e I, I, ,, rispettivamente. 

Tenendo presenti le componenti dei vettori wm” e w rispetto agli assi 
Pxyz, e le gia richiamate leggi empiriche dell’ attrito, possiamo scrivere 
le 6 equazioni equivalenti alle (20): 

’) T. Levi-Civita: Lezioni di Meccanica Razionale, Padova 1920. Cap. IV, § 5, 
Nr. 10; poi Cap. XVI, § 3, § 4. 


Movimento con attrito. 137 





— u 
a G. + 9Q,=R, -—fN >. 
d . 
a % — 9Q,=R, —fN 5, 
12. =—R,+N, 

(21) 4K, +0K,+(—&send + jcosd)Q,=P,—hNn?., 
4 K,— 8K, — (écosd + fsen9)Q, =F, —-hN-+, 
d ‘ : j 
4K, + (ée0s + bsend)Q, — (— &send + poos 9) Q, 

on I? 2 ver, 
- r 


nelle quali Q,,Q,,Q, e K,, K,, K, sono le componenti dei vettori Q e K 
rispetto a Pxyz ed, inoltre si ha: y*=u?+v%eQ* = p?+q?.. 

Tenendo presenti le (18) e (19) e ponendo 2m;=— M = 1, si possono 
esplicitare tutti gli elementi che intervengono nelle (21). Precisamente, si 
avra il sistema: 


d : 
a (¥t 9% — TYo) + O(v+ ra — pz.) = R,— ‘Nz, 


d > 
a(et 1Zq — P%) — O(u-+ gz — Ty) = R, — (N=, 
d 
at (PY — q%) =R,+N, 
d ’ ’ ( ’ , 
qi(—v2,+Ap—C'q— Br)+ b(uz,+ Bg—Ar- C'p) 
(22) | + (—dsen d+ fcosd)(py,—qx%)=I,—-hNE, 
d , ’ a; , , 
ai (U% + Bq—A r—C'p)— 0(—vz,+Ap—Cq—Br) 
— (&cos # + Bsen?)(py, — qa) = | pe hni, 
d , , 5 _ £ . 
ai (U% — U¥o + Cr—Bp—Agq)+ (&cos ? +- Bsen#)(v-+ ra, — pao) 
r 
In|" 
Le A, B, C, A’ B’C’ sono i noti coefficienti della forza viva del 
solido S. ssi, nel caso presente, sono variabili, non costanti; sono 
funzioni di g, e g,. Le 2, Yo, % sono le coordinate del baricentro di 8 
rispetto agli assi Pxyz. 
Per avere la forma definitiva delle equazioni de] movimento, dovremo 
scrivere accanto alle (22) altre 5 equazioni che definiscono le caratteristiche 
u,v, w(=0), p,q, del solido. 


— (— dsen ? + f cos #)(u | qz%—ry,)=I,—eN 
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Scriviamo quelle equazioni mettendo in evidenza la dipendenza delle 


caratteristiche dai parametri lagrangeani: «, 8,q,,¢,, 0. — Si ha: 
. , , 
= Ww, — ¥; = (&cosd + Bsen#d) — (vy a, + vy 2, +7 71) 
»: f, (4, B, d, 91> o> QV» q); 
° 4 , , 
v= wy, — vy = (— &send + Boos?) — (vy, «a; + vy B, + vr 2) 


f,(&, B, 3, q;> Go» V1» Ya) 
, 7 ,das : a 
(23) p= =—F =-—)> as a = fs (> Uo» G1» Va) 





a’ py’ 
‘ y , da; ’ . 
Q=— 9 = — Brgy HAW Wh): 
a’ B’ y’ 
P : 7 ,da, F ‘ as a. 
r -7=—@ —)> beet) dt P= Fs (Gi Gas Gi Ga» ®)- 
a’ py’ 


Risolviamo queste equazioni rispetto alle derivate prime dei pacametri 
«, 8,4, 8%. — Dalle due prime si pud ricavare facilmente &, B in 
funzione di u,v, 9,, 9.5%,» 4.» 9, mentre dall’ ultima si pud avere & in 
funzione di r,g,,95»9,,9,- Se dalla 3* e 4* si potranno avere g,, q, 
(i valori di quali si sostituiranno poi nelle espressioni di @, 8, @), la 
risolubilita del sistema (23) rispetto alle &, 8, 4,,q,, 0, in funzione delle 
caratteristiche e dei parametri stessi, rimarra provata. 

Prendiamo ora in esame la 3* e 4* equazione delle (23). — Tenendo 
presente la tabelletta (14), si avra, che i coseni: 


, . ° ° e . 

«;, 8,7; sono i coseni direttori della tangente alla g, in P; 

, ’ , : 

G,, B,, Ye ” ” ” ”? 9 2”? ” VE ”» 99 
, , , ™ 

ys, Bs, %3 2 2» 9 » Sea . 6 « o 


Per la stessa (14), questi coseni sono calcolati rispetto agli assi 
solidali. — Siccome le coordinate del punto P, rispetto agli assi solidali, 
si presentano sotto la forma (3) e, le coordinate curvilinee sono supposte 
ortogonali, i coseni direttori delle tangenti a g,,qg, in P, saranno: 


1 dz’ , 1 dy’ - 1 @z 


a; = ? B, _ ? = ; ’ 
( 24) o = o, thee a, ved 
_ 1 62’ B. __ 1 oy a 1 62 
’ O, 09," . O, Os’ "7 0, 0g,” 
avendo posto: 
7 éx’\" e 1 /éz’ $ e 
p (=) 7. -_ \ 0 ge! ang 


I coseni direttori della normale alla superficie, supponendo le due 
terne PayzeGz'y’z’ orientate nel medesimo senso, si possono esprimere 


, 


9 Pao , —— see , sa’ sp’ 
(25) a= 6,7, — Be; Bs = 74% — 772%, 73 = @, B, — a, B,. 
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Procuriamoci anche le derivate rispetto al tempo: &/, B{, 74, &{, B,, yJ. 


Avremo: ki - 
op 1 /a2’. o 
— = ( 2 i : — is) 


eq: Og 6 a 
J é y a* ay . ), 
Bs LGe % + 0% as Oa qs 
i = - a*z’ q, + az a.); 
oe \ aa? 21° 3 
(26) o, \ eq 091 0% 
: — res a*e’. 
ae (554, +5 a a), 
s 1/a*y’ . e* ey’ 
B, = 5 ( q; Ta a Gs), 





20 
=m —(S* ° fe 
Ya = a, \0q.dq, 21 © “gy %2/° 


Sfruttando queste formole, la 3* e 4* equazione delle _— si scriveranno: 


| 


8 4 a2 
sais ses a <x es ae (+ a 2. 
P 7. a a, (41 \"s a9, 89, +B 5 49.8 ic + 5 54,84,) 


eo" B. * , 
+4 (a, ‘at +B 3 . + 7s a |, 





— 
I 
= 

7 
hy 
a 


r 
FF ra°y’ a z 
7 a (aS 8 +p aq? | + 7° éq? -) 





o 
a’ B’y 
(a; 2 cr aty’ sata eee ) 
+s 4 09, Qs +8; 09124 | Tl 6g, qe/ |” 
utilizzando nell’ ultima espressione: SY’ « a =— » aa. 
, a Tz 7’ a’ py’ 


Scrivendo le formole di sopra in una forma pit concisa, otterremo: 
if. -_ a*2’ so} 
(27) | » athe “  0010% 24 +2 eq: J’ 


= ‘tad TF +h aac}. 


Da queste due equazioni potremo ricavare q,, % se il determinante: 










| ’ a* 2’ 2° z’ 
«. -——, «; - 
{ 98 ) ~~ 1 ° 0919s a s 6q3 
4 6, ,a°s’ , as’ | 
» « Gs oq?’ »% 0g; 0% 
sara diverso da zero. — II fattore xx +0 se teniamo presenti le 


espressioni dio,,o, poi, le (3). In quanto concerne il determinante, esso 
non é altro che: 


(29) 
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essendo b,, , b,., bs, i coefficienti della seconda forma fondamentale. Questo 
determinante, il quale é il discriminante della seconda forma fondamentale, 
nel nostro caso, é diverso da zero, perché la superficie o, secondo I’ ipotesi, 
é a punti ellittici. Quindi, le 2 equazioni (27) sono risolubili rispetto 
@9,, q- Con cid, il sistema delle 5 equazioni (23) risulta risolubile 
rispetto alle derivate prime degli argomenti «, f, g,, g,, # in funzioni delle 
caratteristiche e degli argomenti stessi. — Dunque, si potra scrivere il sistema: 
c= Y's (%, 0, G5» 3) 
B= yo (4, 0, G5 G2» 9) 
30) Gs = Vs (Ps I> Ni» Ye) 
G2 = V4 (P> > Gr» Ga) 
O= Ws (Ps 9% Ns Ia): 
equivalente al sistema (23). 

Riprendiamo ora le 6 equazioni cardinali e mettiamo in evidenza le 
derivate rispetto al tempo delle 5 caratteristiche u,v, p,q,r e la reazione 
normale N. — Si otterra: 





t+00+0 p+2g-yrt+f>N=R,+... 


v 


O%+ b-—apt+Og+urt+f, V=R, 


0u+00+yp—xuqt0r—N : R.+ 
(31 
0u—2,0+ Ap- C'g—Bir+h? N r+... 


tm t-+00— O'p+ Bq—A't+hiN=T,+... 





~ Yo + 2,0 — B’p— A'g+Cr+e—N=T,+.... 

I termini omessi non dipendono dalle derivate delle caratteristiche, 
né da N. 

Sono risolubili queste equazioni rispetto ai 6 valori: u,v, p,q, 7, N? 
— Scriviamo il determinante del sistema. Sara: 





1 0 0 ~~ “a i> 

0 i —* oo m fz 
0 0 » -& 0 —1| 
i= , P| 
0 — & A —C —B 4D | 
z oOo —C’ Bo -A’ hf} 
” + 
|° 


=" 
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Se questo determinante é diverso da zero, le derivate delle caratteristiche 
risulteranno espresse quali funzioni dell’ atto di movimento e della solle- 
citazione attiva. Lo stesso, per NV. 

Imaginiamo sviluppato 4 secondo gli elementi della ultima colonna. 
Si avra: 

A= fy D,+f7D,—1D,+hED, +hGZD,+eT Dy, 

dove D,, D,,..., D, sono i complementi algebrici degli elementi rispettivi. 
Esaminiamo sotto quali condizioni si potrebbe assicurare la preponderanza 
di un termine del 4 sviluppato, per esempio quella del D,, sopra i 
rimanenti e cosi, assicurare il non annullarsi del 4 stesso. — Prendiamo 
in esame percid D,. Esso si scrivera: 


| 1 0 0 %» ——BPe 
| 0 ; —% 0 X | 
bint © ~qg #2 ae 


| 2% 0 —C B —A’'!) 
i-s =» —-B’ -4’ C| 
In esso c’é un minore il quale certamente non é zero: il minore 
di 3° ordine nell’ angolo destro, in basso. Questo compare nel determinante 
dell’ ellissoide di inerzia: 
| A —C’ —B' 0) 
|—¢’ B -A’ 0) 
—B' -A’' C 0 
0 0 0 —!1 
quale elemento caratteristice — indichiamolo, come al solito, con A,, — 
il di cui segno deve essere positivo, trattandosi qui, di un ellissoide non 
degenere. Volendo assicurare la preponderanza di D, sopra gli elementi 
rimanenti di 4, si dovra vedere che il D, stesso é diverso da zero, 
almeno sotto certe condizioni. — Che D, non é identicamente zero, si 
vede facilmente. Sviluppando effettivamente D, si otterré un polinomio 
di 4° ordine nelle coordinate del baricentro: 
D, = C24 — 2(B’2x, + A’y,)z3 
+ (Az? + By? —20'2,y,+ A” +B’ — BC —AC)22 
+ 2((A’C’+ BB’)z,+(AA'+ B’C’)y,) 2, 
+((C" — AB)a§ + (0 — AB)yi + A,)- 
Osservando che un polinomio svanisce identicamente solamente quando 


tutti i suoi coefficienti sono zero e che, nel nostro caso A, B,C e A,, 
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sono sempre positivi, si é sicuri che D, non pud essere identicamente 
zero. — Per vedere che esso non diventa mai nullo, occore una larga 
discussione dei dati della questione e della distribuzione della massa. 

Dal punto di vista analitico, il fatto del non annullarsi identicamente 
del D,, ci mette in grado di poter asserire che il 4 pure non é identi- 
camente nullo. Effettivamente, considerando all’ istante t, quella posizione 
del solido (sicuramente esistente) per la quale D, +0, se noi scegliamo 
i coefficienti f,h, e sufficientemente piccoli, si avra anche 4 +0. 

I] sistema (31) sara risolubile rispetto alle derivate prime delle 
caratteristiche e alla reazione normale N, all’ istante ¢ ed in un tratto di 
tempo successivo per il quale si ha 4+ 0. 


Con cid si potra scrivere: 





Ai 
u 1 q 1 
2 As 
= 4 %. 
. Aj 
p= 7 =%s 
(32) , 
Aj 
a ae 
4; 
r 1 ¢ 5 
. Ay 
N = A = Ts 
Le ,, P2,-+++» _ sono funzioni che dipendono soltanto dalla sollecitazione 
attiva e dall atto di movimento. 4j;, 4;,..., 4y sono i determinanti 
che si ottengono dal 4 ponendo in esso, al posto dei coefficienti di 
i, v,..., N, i valori dei secondi membri delle (31), rispettivamente. 


Il sistema (32) insieme al (30) rappresentano le equazioni del mo- 
vimento del solido S sopra il piano fisso, 2. 


5. Diseussione delle equazioni del movimento. Singolarita. 


Tenendo presente la struttura dei secondi membri delle (32) si 
osserva, che nell’ espressione della reazione normale c’ entrano i coefficienti 
di attrito f, h,e. Cio rende incerta anche |’ unicita del movimento‘). Se 
il movimento avvenisse senza attrito, cioé i coefficienti di attrito fossero 
nulli, l’ unicita sarebbe assicurata senza dubbio. In quanto concerne I’ in- 
fluenza della presenza del coefficiente di attrito radente, se esso é suffi- 
cientemente piccolo, non provoca indeterminatezza‘). 


*) P. Painlevé: Legons sur le frottement, pag. 53 
*) P. Appell: Traité de Mécanique, 2, pag. 127. 
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Ammettiamo che lo stesso si possa dire anche per gli altri due 
coefficienti di attrito. 

Poniamoci in tali condizioni rispetto alle grandezze dei coefficienti 
di attrito, da poter essere sicuri dell’ unicita del movimento, e del non 
annullarsi del A, in un certo tratto di tempo. 

Le 5 equazioni (30) determinano la posizione del solido S all’ istante 
t-+-dt, le prime 5 equazioni (32) individuano lo stato cinetico del solido 
al tempo considerato, se nessuna delle quantita V, 2, r ¢é@ zero. Che 
accade se una delle V, 2, r si annulla, o se svaniscono contemporaneamente 
tutte e tre? I secondi membri delle (32) divengono irregolari ed, a 
partire da quell’ istante non si potranno applicare i noti teoremi di 
esistenza degli integrali. Ci si trova di fronte ad un caso di singolarita 
algebrica complessa che presenta considerevoli difficolta. 

Per poter vedere meglio la natura delle difficolta, consideriamo dei 
casi particolari di moto. 

1°. Imponiamo al solido di non girare né rotolare. In tal caso si 
avra sempre il medesimo punto di contatto, la di cui velocitaé rispetto 
al solido, v’, sara zero. 

Delle equazioni (30) rimangono solo le 2 prime, delle (31), solo 
le 3 prime. L’angolo # sara costante. Lo possiamo prendere eguale a 
zero, con che, dalle (23) si avra: 


c=u 

p=v. 
Dalla 3* equazione delle (31) si ricava N, il valore di quale si mettera 
nelle prime due del medesimo sistema, ottenendosi : 


o= Rk, —f>-{ | 


Queste due equazioni sono equivalenti alle 3 prime del sistema (21). 
Cosi il sistema delle equazioni del moto si é ridotto ad un sistema com- 
posto da 4 equazioni, precisamente come nel caso trattato dal 8. pro- 
fessore T. Levi-Civita nella Memoria citata. 

Se noi mettiamo nelle prime 3 equazioni (22) p=q=r=0 e d=0, 
quelle prendono la medesima struttura analitica come le equazioni di 
partenza del S. professore T. Levi-Civita nello studio delle singolarita 
delle equazioni del moto di un punto che si muove con attrito sopra 
una superficie fissa. 

Si pud ripetere |’ intero ragionamento riguardo alla singolarita che si 
presenta per V = 0. 
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Abbandonato il solido S, all’ istante ¢°, con velocita V —0, sotto 
l’ influenza delle forze attive e reattive e sotto la condizione J > fN, 
dopo un tratto di tempo infinitesimo dt, la sua velocita sara diversa da 
zero: il fenomeno é ben determinato. — Questo fatto lo indica I’ esperienza. 
Ma, analiticamente, noi non possiamo applicare i teoremi di esistenza 
degli integrali del sistema composto dalle 3 prime equazioni (22) a par- 
tire da V = 0. 

Il sistema non si comporta regolarmente. L’esperienza ci fa sapere 
che esistono integrali del sistema delle 3 prime equazioni (22) anche a 
partire da V = 0, mentre i consueti teoremi di esistenza non si mostrano 
adatti per la trattazione diretta del problema. II 8. T. Levi-Civita ha 
trasformato le equazioni del moto di un punto sopra una superficie fissa 

le 3 prime equazioni (22) hanno la medesima struttura — in guisa 
tale da poter provare |’ esistenza degli integrali anche a partire da V = 0. 

Con referenza a questi risultati noi potremo asserire che esistono 
integrali olomorfi «(t), B(t) anche a partire da V = 0. 

2°. Vediamo ora come si presentano le cose se si suppone, nel tratto 
di tempo considerato, h=0, e=0. Nelle equazioni (31) spariranno i 
termini in A ed ¢. II sistema delle equazioni del movimento (30), (32) 
é irregolare solamente per V = 0. 

Se abbandoniamo il corpo S, all’ istante iniziale ¢°, avendo la mole- 
cola di contatto la velocita nulla, cioeé V = 0 ed, ottemperando le forze 
di reazione alla disegualianza 7’ >/fN, dopo un tratto di tempo infini- 
tesimo dt, V+ 0. Si avra movimento e saranno applicabili le equazioni 
(30), (32). 

Questo sta a dire che I’ esperienza indica Il esistenza degli integrali 
del sistema (30), (32) anche a partire da V0, essendo zero, o no 
2 ed r, purché non ci sia attrito volvente né girante. 

I consueti teoremi di esistenza non si possono applicare a partire 
da V =0, perché il sistema é irregolare per questo valore. — Facendo 
tuttavia la trasformazione: u=«,V, v=«,V, dove a?+-aj=—1, ed assu- 
mendo V(al posto di ¢) come variabile indipendente, il sistema, pur 
rimanendo irregolare per V= 0, rientra in una forma tipica, accessibile 
al caleolo dei limiti per cui si possono ancora stabilire i teoremi di 
esistenza. 

3°. Studiamo, in fine, il caso generale. Il corpo possa strisciare, 
rotolare e girare. Nessuno dei coefficienti di attrito sia zero. In tal 
caso fissando |’ attenzione, per esempio, sul sistema (21) delle equazioni 
del moto, osserviamo che le singolarité possono provenire dall’ annullarsi 
di V, 2,r. — Per poter fronteggiare con successo il problema delle sin- 
golarita del sistema delle equazioni di moto, in un caso tanto complesso 
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— sempre coll’ intento di dimostrare |’ esistenza degli integrali anche a 


partire dai valori critici di V, 2,r — basterebbe una lieve modificazione 
nella espressione formale delle leggi che traducono i risultati delle ricerche 
sperimentali riguardanti |’ attrito. — Osserviamo tuttavia che questi risul- 


tati sono ancora scarsi ed approssimativi. 

Comunemente si ammette che i coefficienti di attrito f, h, ¢ siano 
(sensibilmente) costanti caratteristiche dei due solidi a contatto, indi- 
pendenti dall’ atto di movimento. Io mi permetto di affacciare |’ ipotesi 
(altrettanto compatibile, come ora osserveremo, col materiale di osser- 
vazione) che il comportamento di /, h, « sia alquanto diverso. E preci- 
samente che, introdotta la forma (essenzialmente) positiva 


(33) t= V+ a?Q*+b'r? 
(a, 6 costanti caratteristiche della coppia dei solidi a contatto) si possano 


ritenere /, h, e, non del tutto indipendenti dall’ atto di movimento, ma 
al contrario, del tipo: 


(34) f=f%, h=h 2, exe, tt 


essendo costanti (cioé indipendenti da u,v, p,q,17) i nuovi coefficienti 

L’ ammettere questa ipotesi si giustifica osservando quanto segue. 
Le ricerche sperimentali mostrano, infatti, che i coefficienti di attrito f, h, e 
non sono assolutamente indipendenti da V, 2,r. Perd, non si conosce 
ancora la legge di dipendenza dei coefficienti di attrito dalla presenza 
simultanea delle V, Q, r. 

La nuova ipotesi vuole abbracciare il problema generale ed, infatti, 
contiene in se, come casi particolari, le leggi ordinariamente ammesse. 
Perché mettendo, per esempio, nella f= f, = ————_———- 2=0, r=0 


Vv catatab rs 

sihaf=—/f,. Analogamente, quando esistesse solo movimento di rotazione e 
V=0, r=0, sihah= a; nella stessa maniera, se V= 0, Q=O0:e= ; 
Ammettiamo le leggi sperimentali cosi modificate. Allora, nel sistema 


. : . . . ve u v 
delle equazioni del moto, compariranno in luogo dei termini f7, f7, 


p q r ee u v p q r = “eee 
ho ho eT le espressioni /, =f fh ~ h,-, h,-, &,—. Cini, nei * 
condi membri delle 6 equazione (32) si avr unicamente la singolarita 
proveniente dal denominatore r. 

Appare opportuno introdurre, al posto delle caratteristiche u, v, p, g, 7, 


la z ed altre 5 quantita «,,«,,...,«, soddisfacenti alla relazione 


5 
a 
ent, = t- 
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In virtai della (33) basta porre: 


(35) U=G,T, V=a,t, Gp=—a&t, ag—«a,t, br=—a,t. 


Con questa trasformazione (associata alla precedente ipotesi circa il com- 
portamento dei coefficienti di attrito) si fa, effettivamente, sparire la 
criticita da cui erano affette le equazioni (32) per i valori V = 0 
Q=0, r=. 


Valendoci, infatti, dalle (34) e (35) il sistema (32) si scrivera come 


] 


segue: 
. 
¥ au y i 
Ta, aT My ait) 
ta, +a,t = E,(a/r) 
(36) ta, + a,1 = HE, (a/t) 
. 
, 
ta, +-,7 E,(«/t 
Te, «, T E. (« tT 





Le E;(«/t) sono funzioni dei parametri lagrangeani, non che dir e delle «. 
Esse sono regolari per i considerati valori dei parametri e per qualsiasi 
sistema di valori reali delle « ed anche per t= 0). 

Moltiplicando il sistema (36) per «,,«,,...,«, Tispettivamente e 
sommando si avra: 


5 


: h 4 
Qn _sT 9 aS EF 
(37) TD), Ge; TD; &; » E,«;. 
1 1 


Ma, essendo S’;a?=1, sara anche »)«,¢,—0; cosi, colla operazione 
1 1 
precedente risulta individuato rt in funzione regolare di tutti 1 nostri 


argomenti, anche per t+=(. Sara: 


5 
(38) t= DE, «,. 
i ’ ' 
1 
I] sistema (36) insieme alla (38) corrispondono al sistema (32). Seri- 


viamoli sotto la forma: 





° 7 
Ta, E, (« T) a,t 
ta, = E,(a/t «, 7 
. » 
30) ta, = EB, (a/t) — agt 
—— 
Ta, = £1,\a/T) a,t 
ta, = EB, (a/t) — «,t 
t= FE. (a/t). 


Associando a questo sistema le 5 equazioni (30), nelle quali si abbia 
introdotta la sostituzione (35), si ottiene la forma definitiva delle 
equazioni del moto, nell’ ipotesi caratterizzata dalle (34). 
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Le equazioni (30), dopo la detta sostituzione, si presenteranno : 


& = y,(@,, @, 7, Gis Go, #) 
B = Wa(%, My, T Gs» Gr #) 
(30)’ q,= Wa (Ms, %, T, Ui» GW ) 
Ga= Wa(Gys Ms Ts Us Gs ) 


P = wy (Gy, Hy, My, Ts Gs Qa)> 








Le funzioni incognite in questi ultimi 2 sistemi, (39) e (30) sono: 
, B, Ins Gar Or Sys Sgr Nyy My, My, t — 

Ora, vogliamo provare I’ applicabilita dei consueti teoremi di esistenza 
degli integrali dei sistemi (39) e (30)’ anche a partire dai valori critici 
V=0, 2=0, r=0. Per fare questo si dovra dimostrare |’ esistenza 
di un sistema di soluzioni olomorfe del sistema differenziale (39), (30)’, 
a partire dai valori iniziali: 


0 ‘ 
(40) a®,B ,a2,¢5,9,t=0, « 


0 
5° 


Td eee 
[ valori iniziali delle «; (i= 1,2,...,5) si stabiliranno mettendo nelle 
(39), <= 0. 
Essendo il piano 2, fisso, il dé si puo eliminare per mezzo dell’ ultima 
equazione (39): 
dr 
dt = -—.. 
E,,(a@/r) 


\" 


Sostituendo questo valore nelle (39), (30) si avranno: 


da, E, («/t) 
e—_- >= SS 

drt E, (a/r) 

das, E, (a/r) 
1 - = — tt, 

dt E, (a/r) 3 


— &, 


da, ae E, (a t) 














rE "hala * 

42) da _ y, (@, &, T, Gs, I, 9) 
, E,(«/t) 
dp We (H,, Wa, T, Gr, Ge, 7) 
dt E,(a/t) 
dd ws (es, Gq, Oy, T, I» G2) 
< E, ( «/r) 


Evidentemente, ¢ la medesima cosa di trovare un sistema di soluzioni 
delle (39) e (30)’, le quali (soluzioni), per t= #° prendano i valori ini- 
10* 
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ziali (40) o, di trovare un sistema di soluzioni delle (41), tali che per 
t= 0 si riducano ai valori iniziali (40). 

E di importanza fondamentale |’ osservare che in un caso come 
nell’ altro i secondi membri delle equazioni differenziali sono regolari per 
i valori iniziali (40) ed in un intorno convenientemente limitato. (Si 
suppone sempre 4 +0 per la configurazione iniziale e per un intorno 
abbastanza piccolo.) 

Basta vedere le espressioni esplicite delle y,, y,,...,y,, H,,---, 2, 
per costatare il comportamento regolare, per i valori iniziali (40), dei 
secondi membri delle (39), (30)’. 

In quanto alla regolarita dei secondi membri delle (41), si deve 
provare che, per i valori iniziali (40), Z,(«/r) non si annulla. — Secondo 
le (39), E,(a/t)=+t. Come le a, iniziali non saranno un sistema qua- 


5 
lunque di 5 valori reali, ma uno soddisfacente alla S’,a? = 1 e subordinato 
1 


a t= 0 per mezzo delle (39), (o mediante sistemi precedenti, equivalenti 
a (39)), quello che ci interessa é di escludere che la funzione Z, = t possa 
annullarsi per t= 0. 

Vediamo che verrebbe a dire il fatto che per t = 0 fosse anche t = 0. 
Mettendo nelle (36) = 0,r = Osihauw=—0, o=0, p=0, g=0, r=0. 
Questo esprime, che nessuna delle caratteristiche, quali per ¢ = ¢° erano 
tutte zero (tr? = V*+a*Q*+ b’r*), andrebbe crescendo: tr stesso non 
potrebbe crescere dal valore zero ad un valore positivo. 


Fissato questo fatto, cerchiamo le condizioni perché, per t = 0, ¢ ri- 
sulti diverso da zero (positivo). 


Applicando la nuova ipotesi (34) al sistema (22) e poi, ponendo in 
esso t= (0, avremo: 


a 


° « F y 
t\@,+ 2 - — Yo :) +f,a,N=R, 


i (a, +29 —% *)+f,0,N=R, 


. z“*)_N —R, 

(42) A*® Ql, Qs * 
i(—2 A“ _o'":_ B'S) 44,2 N=T, 
i( a0,+B% S40) 44H, 





i (gay — Yo", +c — B’“ — A’“s) + 8, -N=T,. 
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Mettiamo in questo sistema t—0. Rimarra soltanto: 


f,«¢, N = R, 

LaN=R, 

ava & 

(43) ,4,°N=T, 
a, . 

hi N=T, 

4 7N=TF,. 





Se queste eguaglianze non sussisteranno inizialmente, i termini in t 
nel sistema (42) non potranno sparire: 7 non potra essere nullo inizialmente. 





Dalla 3* equazione delle (43) abbiamo N = — R,. Mettiamo questo 
valore nelle rimanenti equazioni. Si avra, risolvendo secondo «,, a, ..., &: 
= es a |} nies i bl, 

Te OS ee eee * Come 
Inalzando al quadrato e sommando avremo: 
“ig (a By , a*(Ts+Ty) +Pat). 
Re\ fi hi "1 


Questa relazione si avrebbe per t= 0 se si supponesse che per il detto 
valore di 1, fosse auche t = 0. 


La relazione di sopra si puo scrivere anche: 

a Il \2 r.\2 
(44) 1= (Ap) +0? (cy) +0°(4)- 

Se si ammette che le costanti caratteristiche della coppia dei due 
corpi a contatto soddisfano alla (a,b) >1 e, se inizialmente si ha almeno 
una delle R,>f,N, I, >h,N, T,>,N, allora inizialmente non potra 
sussistere la relazione (44) ed, in conseguenza, per t= 0, non potra 
essere purez7=(. Cioé, il sussistere di almeno una delle R,>/,N, 
[',>h,N, F,>«,N per t=0, esclude l’annullarsi di t = E, («/t). 

Con cio, si pud asserire che esistono gli integrali del sistema (41), 
tali che per r= 0 prendano i valori iniziali (40). Con altre parole, il 
sistema delle equazioni del movimento ammette integrali olomorfi anche 
a partire da valori tutti nulli delle 5 caratteristiche, purche inizialmente 
sussista almeno una delle R,>/f,N, T,>h,N, i> 4, N, insieme alla 
supposizione (a, b) >1. 

E, la dimostraziene di questo asserto costituiva appunto il problema 
fundamentale di questo studio. 


(Eingegangen am 27. 7. 1922.) 








Berichtigung zu meiner Arbeit: ,.Cber Kurven vom 
Maximalklassenindex. Uber Kurven vom Maximalindex*. 
Math. Ann. 89. 


Von 


J. v. Sz. Nagy in Klausenburg. 


Ich habe die Nachricht erhalten, da8 Herr H. Mohrmann — von dem 
iibrigens der Begriff der Reduzibilitét und Irreduzibilitét reeller Kurven 
herriihrt — im Gegensatz zu dem im vorletzten Absatze der Einleitung 
meiner oben zitierten Arbeit gesagten, nicht ganz spezielle reduzible Kurven 
vom Maximalindex schon vor Jahren kannte. Er meinte also keineswegs, 
wie ich irrtiimlich aus seinem Text entnommen hatte, daB die Satze seiner 
Abhandlung (Math. Ann. 78, 8. 172) alle auch fiir reduzible Kurven vom 
Maximalindex gelten. 

In meiner zitierten Arbeit mul ich weiter einen Fehler berichtigen, 
auf den ich durch ein mir mitgeteiltes, von Herrn Mohrmann herriihrendes 
Beispiel einer Kurve sechster Ordnung vom Maximalindex aufmerksam 
gemacht worden bin. 

Aus den Siatzen IX und X meiner Arbeit folgt nur, daB eine Kurve 
(2k)-ter oder (2k+-1)-ter Klasse vom Maximalklassenindex héchstens 
k Ziige paarer Klasse hat, aber folgt nicht, daB diese Ziige alle Ovale 
sein miissen. 

Aus dem Satz IX ergibt sich naimlich der folgende: 

Sind die Klassenindizes der von Ovalen verschiedenen Ziige einer 
Kurve n-ter Klasse vom Mazximalklassenindex i,,i,,...,%,, 80 kann die 
Kurve héchstens s Ovale haben, wo s der Gieichung 

tit... +8,+28—n 
genigt. 
Daraus folgt der Satz: 


Eine Kurve (2k)-ter oder (2k + 1)-ter Klasse vom Maximalklassen- 
index kann héchstens k Ziige paarer Klasse haben. Erreicht die Anzahl 
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der Ziige paarer Klasse dieses Maximum, so ist entweder die Klasse oder 
der Klassenindex je eines Zuges paarer Klasse zwei. Im Falle unpaarer 
Klasse hat die Kurve noch einen Zug, der dritter Klasse ist. 

Es gibt fiir jede ganze Zahl k=>1 solche Kurven (2k)-ter und 
(2k -+-1)-ter Klasse vom Mazximalklassenindex, die aus s Ovalen, aus 
k—s Ziigen vom Klassenindex 2 und im Falle unpaarer Klasse noch 
aus einem Zuge 3. Klasse bestehen. 

Nehmen wir innerhalb eines ,,Hauptovales“ k — s auBerhalb voneinan- 
der liegende vierseitige konkave Bogenpolygone und — im Falle unpaarer 
Klasse — noch ein dreiseitiges konkaves Bogenpolygon, das auBerhalb der 
k —s Bogenpolygone liegt, nehmen wir ferner im Innern eines Bogen- 
polygones oder im Innern mehrerer Bogenpolygone s — 1 ,,Nebenovale“ an, 
so stellen diese k bzw. & +-1 Ziige eine Kurve (2k)-ter bzw. (2k +- 1)-ter 
Klasse vom Maximalklassenindex dar, die k Ziige paarer Klasse hat. Die 
Lage der Ziige laBt sich nach dem Satze 5 auch auf mehrere Weisen be- 
stimmen. Wir kénnen z. B. eines der konkaven Bogenpolygone samt den 
in seinem Innern liegenden Ziigen — auf geeignete Weise verkleinert — 
in das Innere eines auBerhalb liegenden Nebenovales, oder ein Nebenoval 
samt den in seinem Innern liegenden Ziigen auBerhalb des Hauptovales 
versetzen usw. 

Nach diesen Sitzen gilt also der Satz XI und sein dualer XLVI 
in seiner Vollstandigkeit nur fiir Kurven mit héchster Anzahl von Ovalen. 
Entsprechend mu8 man am Ende des ersten Absatzes im Satze XIII die 
Worte ,,aus q Ovalen“ durch ,,aus q Ziigen von der Klasse oder dem Klassen- 
index zwei“ ersetzen. Dementsprechend modifiziert sich auch der Satz XLVII. 


(Kingegangen am 19. 6, 1923.) 








Preisausschreibung. 


Die mathematisch-naturwissenschaftliche Klasse der Akademie der 
Wissenschaften in Wien schreibt einen Preis aus fiir das Thema: 


Fiktionen in der Mathematik. 


Die Anregung zu dieser Preisausschreibung ging aus von der Gesell- 
schaft der Freunde der Philosophie des ,,Als Ob“ in Halle, welche zu 
diesem Zweck einen Betrag von rund einer Million Mark zur Verfiigung 
gestellt hat. Die Preissumme wird in einer gegen Kursverlust méglichst 
gesicherten Form in der Reichsbankstelle in Halle deponiert. 


Erlauterung. 

Die Philosophie des ,,Als Ob“ hat zu erweisen gesucht, da8 die mathe- 
matischen Begriffe und Methoden in betrichtlichem Umfang mit Fiktionen 
durchsetzt sind, d. h. mit bewuSt falschen aber zweckmaBigen Annahmen. 
Die Entstehung dieser Philosophie liegt nun fast 50 Jahre weit zuriick 
und die Problemlage hat sich inzwischen bedeutend verandert. Eine 
neuerliche Untersuchung des ganzen Fragenkomplexes erscheint daher 
sowohl fiir Mathematik als Philosophie wertvoll. 

Das Thema der Fiktionen in der Mathematik ist so ausgedehnt und 
laBt sich unter so verschiedenen Gesichtspunkten behandeln, daB die 
Freiheit seiner Behandlung in keinem Sinne beschrankt werden soll. Fiir 
die Beurteilung einer Arbeit wird maBgebend sein, da8 durch sie unsere 
Kenntnis und Einsicht in die philosophischen Fragen, die sich auf die 
Mathematik und ihre Methoden beziehen, oder zu denen die Mathematik 
AnlaB gibt, geférdert wird. Von diesem Standpunkt aus wire auch eine 
mehr historische oder historisch-kritische Bearbeitung des Themas zu werten. 


Bestimmungen. 
Die Bewerbungsschriften sind an die Kanzlei der Akademie der Wissen- 
schaften in Wien, I., Universitatsplatz 2, einzusenden. 
Die Ablieferungsfrist ist der 31. Dezember 1925. 
Die Arbeiten miissen in deutscher Sprache abgefaBt werden. 


ps 


Eine ausfiihrliche Bekanntmachung iiber diese Preisausschreibung wird 
auf Wunsch von der Kanzlei der Akademie der Wissenschaften in Wien 
kostenlos und franko zur Verfiigung gestellt. 


(Eingegangen am 21. 6. 1923.) 


Uber Zahlen als Zeichen. 
Von 


Aloys Miiller in Bonn. 


Bei der logischen Grundlegung der Mathematik spielt die Frage nach 
dem Gegenstandscharakter der Zahl eine wichtige, vielleicht die wichtigste 
Rolle. In der Literatur zu dieser Grundlegung ist schon mehrfach die 
Meinung vorgetragen worden, die Zahlen seien Zeichen. In eigenartiger 
Weise hat jiingst Herr Hilbert diese Ansicht in verschiedenen Vortragen 
und Abhandlungen vertreten, die in scharfsinnigen Gedankengiangen eine 
Neubegriindung der Mathematik anstreben. Ich will diese Form hier kurz 
untersuchen und lege dabei zugrunde seine Abhandlung ,,Neubegriindung 
der Mathematik“ (1. Mitt. Abhandl. aus dem math. Seminar der Hamb. 
Universitat 1 (1922), S.157—177). Ich werde zu zeigen versuchen, 
da8 jene Form durch eine andere ersetzt werden mu, betone aber schon 
im voraus, daB diese Ersetzung auf die weiteren Folgerungen des Herrn 
Hilbert ohne wesentlichen EinfluB zu sein scheint. 

Charakteristisch fiir die Auffassung des Herrn Hilbert ist zunichst, 
daB er die Griindung der Zahlentheorie auf die Mengenlehre ablehnt und 
die Zahlen fiir unreduzierbare Objekte hilt. Und zwar sind fiir ihn ,,die 
Gegenstande der Zahlentheorie die Zeichen selbst, deren Gestalt unabhingig 
von Ort und Zeit und von den besonderen Bedingungen der Herstellung 
des Zeichens, sowie von geringfiigigen Unterschieden in der Ausfihrung, 
sich von uns allgemein und sicher wiedererkennen laB6t*. Er will nun dar- 
legen, wie ,,auf dieser rein anschaulichen Basis der konkreten Zeichen die 
Wissenschaft der Zahlentheorie“‘ zustande kommt. 

Das Zeichen 1 ist eine Zahl. 

Ein Zeichen, das mit 1 beginnt und mit 1 endigt, so da8 dazwischen 
auf 1 immer -+- und auf -+- immer 1 folgt, ist ebenfalls eine Zahl, z. B. 
die Zeichen 


i+] 
1+1+1. 
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Diese Zahlzeichen, die Zahlen sind und die Zahlen vollstandig aus- 
machen, sind selbst Gegenstand unserer Betrachtung, haben aber sonst 
keinerlei Bedeutung. AuBer diesen Zeichen wenden wir noch andere Zeichen 
an, die etwas bedeuten und zur Mitteilung dienen, z. B. das Zeichen 2 zur 
Abkiirzung fiir das Zahlzeichen 1 +-1, oder das Zeichen 3 zur Abkiirzung 
fiir das Zahlzeichen 1 + 1-+-1; ferner wenden wir die Zeichen —, > an, 
die zur Mitteilung von Behauptungen dienen. So soll denn 2+ 3=—3+2 
keine Formel sein, sondern nur zur Mitteilung der Tatsache dienen, daB 
2+ 3 und 3+ 2 mit Riicksicht auf die benutzten Abkiirzungen dasselbe 
Zahlzeichen, namlich das Zahizeichen 1+ 1-+1-+1-+1 sind. Ebenso- 
wenig ist alsdann 3 > 2 eine Formel, sondern dient vielmehr nur zur Mit- 
teilung der Tatsache, daB das Zeichen 3, d. h. 1 -+ 1 + 1, iiber das Zeichen 2, 
d.h. 1 1, hinausragt, oder daB das letztere Zeichen ein Teilstiick des 
ersteren ist“ (S. 163f.). 

Wir bemerken, da8 Herr Hilbert zweierlei Zeichen unterscheidet: 

1. Zeichen ohne Bedeutung. Es sind 1 und +. DaB das + auch 
zu den Zeichen ohne Bedeutung gehért, ergibt sich daraus, daB 1 + 1 und 
andere Kombinationen keine Bedeutung haben sollen, was nur méglich ist; 
wenn + gleichfalls der Bedeutung ermangelt. 

&. Zeichen mit Bedeutung, wie 2, 3, =, >. Von ihnen sollen uns 
vorerst nur die 2, 3, 4 usw. interessieren; ihre Bedeutung besteht darin, 
da8 sie ,,Zeichen ohne Bedeutung‘ bezeichnen. 

Ich frage nun zunachst: Kann es ein Zeichen ohne Bedeutung geben? 
Offenbar nicht, wenn man nicht das Wort ,,Zeichen“ in zweierlei Sinn an- 
wenden will. Ein Zeichen bezeichnet stets etwas, das von dem Zeichen 
selbst verschieden ist. Zeichen und bezeichneter Gegenstand sind einander 
zugeordnet. Spricht man von ,,Zeichen ohne Bedeutung“, dann fehlt der 
zugeordnete Gegenstand, und das Wort ,,Zeichen“‘ hat notwendig einen 
anderen Sinn. Welchen Sinn es hat, l48t sich nur von Fall zu Fall ent- 
scheiden. Wenn Herr Hilbert daran festhalten will, daB 1 und + ohne 
Bedeutung sind, dann sind sie keine Zeichen, sondern es handelt sich in 
diesem Falle blo8 um Zeichnungen, Figuren oder, wie wir lieber sagen 
wollen, Gestalten. Wir achten noch darauf, da8 die Zusammensetzung von 
Gestalten stets wieder Gestalten ergibt, also keine Zeichen, denn Gestalten 
kénnen durch Zusammensetzung offenbar keine Bedeutung gewinnen, wenn 
sie nicht allein oder in der Zusammensetzung schon welche haben oder 
wenn man sie ihnen nicht beilegt. 

Wir wollen weiter zusehen, ob Gestalten als Basis der Zahlentheorie 
geniigen. Wenn 1 und + nur Gestalten sind, dann sind wir weder an 
ihre Form noch an ihre Zusammensetzung noch an ihre Anzahl gebunden. 

Zunichst nicht an die Form. Sie sind ja Gestalten ohne jede Be- 


2@ 
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deutung. Ihre Form ist also ganz gleichgiiltig. Tatsachlich sind auch in 
der Geschichte die verschiedensten Formen fiir sie aufgetreten. 

Dann aber auch nicht an die Zusammensetzung. Warum werden nur 
solche Gestalten als Zahlen angesehen, die so zusammengesetzt sind, daB 
sie mit 1 beginnen und mit 1 endigen und da8 dazwischen auf 1 immer + 
und auf + immer 1 folgt? Das ist eine véllig willkiirliche Vorschrift. 
Jede andere Vorschrift ware genau so berechtigt. Man mu8 sich immer 
vor Augen halten, daB es sich ja nur um Gestalten handelt, die allein 
und in jeder beliebigen Zusammensetzung keinerlei Bedeutung haben. Man 
darf sich nicht darauf berufen, daB diese bestimmte Zusammensetzung in 
der Mathematik iiblich ist. Erstens ist das historisch nicht richtig. Zweitens 
und vor allem: da8 etwas iiblich ist, ist kein Beweis fiir die Notwendig- 
keit. Wer aber die Notwendigkeit einer bestémmten Zusammensetzung be- 
hauptet, iiberschreitet die Schranke, die durch das bloBe Gestaltsein dieser 
Gegenstiinde gezogen ist, und gibt dieser bestimmten Zusammensetzung 
doch wieder irgendeinen Sinn, irgendeine Bedeutung. Er mag sich dessen 
nicht bewuBt sein, er tut es dann eben unbewuBt. Halt man streng daran 
fest, daS auch die zusammengesetzte Gestalt keinen Sinn hat — und sie 
kann hier keinen haben, wenn die elementaren Gestalten keinen besitzen —, 
so kann man jede beliebige Zusammensetzung mit dem gleichen Rechte 
wahlen. Es gibt keinen Grund, eine bestimmte unter ihnen zu bevorzugen. 
Jede Auswahl unter den unendlich vielen méglichen wiirde den ausgewahlten 
eine Bedeutung beilegen. 

Insbesondere méchte ich darauf aufmerkam machen, daB durch die 
Form der Reihe, die die zusammengesetzte Gestalt 1+ 1-+-1-+1 hat, 
leicht ein Sinn sich einschleicht. Man denkt an Glieder der Reihe, an 
die Stellung der Glieder in der Reihe, und damit verbindet sich unmerklich 
wieder ein Bedeutungsgehalt. Es ist uns nur die Gestalt 1 +-1-+-1+ 1 
gegeben, weiter nichts. 

Endlich nicht an die Anzahl. Der Grund ist derselbe wie vorhin. Jede 
Vorschrift iiber die Anzahl wiirde dieser bestimmten Anzahl einen Sinn geben. 

Da also Form und Zusammensetzung der elementaren Gestalten 1 und + 
gleichgiiltig sind, wahlen wir einmal als Gestalten © und e. Indem wir uns 
zunachst der Zusammensetzung von Herrn Hilbert anschmiegen, setzen wir 

o@e0 
08080 

Nun beachte man, daB die echten Zeichen 2, 3, 4 usw. nur Ge- 
stalten bedeuten, also in ihrer Form gleichfalls ganz willkiirlich sind. Wir 
kénnen deshalb beispielsweise setzen 

> bedeutet eo 
CD) bedeutet oceo0o 
Ba 
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Ist das eine Grundlage fiir Zahlentheorie? Zweifellos nicht. Man 
erhalt so, wenn man die nétige Phantasie hat, hiibsche Zierleisten oder 
Tapetenborten und fiir jede eine Fabrikmarke, aber keine Mathematik. 

Man darf nicht erwidern, das sei doch Mathematik. Denn wenn 
dasselbe bedeute wie 1 und e dasselbe wie -+, dann bedeute > dasselbe 
wie 2. Die Geschichte beweise doch, daB alle méglichen Formen auftreten 
kénnen. Dieser Einwurf iibersieht, daB eben o und e nichts bedeuten, 
daB sie nur Gestalten sein sollen, daB also auch <> nichts als nur ein 
Zeichen fiir eine Gestalt ist. 

Auch eine Konvention unter den Menschen oder einer Gruppe von 
ihnen, bestimmte Gestalten zu nehmen, wiirde offensichtlich an unserem 
Ergebnis nichts andern. 

Wir sind nun aber, wie wir hérten, gar nicht an die Reihenform der 
Zusammensetzung gebunden, ebensowenig an die Zahl der elementaren 
Gestalten. So kénnen wir denn nach Herzenslust regelmaBige und unregel- 
maBige Flachenmuster entwerfen. Daf das keine Mathematik ist oder 
welche grundlegt, wird wohl ohne weiteres einleuchten. Es ist aber die 
konsequente Ausdenkung der Gestalttheorie. Wilhelm Ostwald hat ein 
Buch geschrieben, in dem er aus einfachen elementaren Gestalten schéne 
Flichenmuster durch Zusammensetzung findet; nach der Gestalttheorie 
enthielte dieses Buch auch Mathematik. 
soll bedeuten, daB 1+-1+1 iiber 1+ 1 ,,hinausragt“ oder daB die 
letztere Gestalt ein ,,Teilstiick’* der ersteren ist. Die Definitionen von 
,hinausragen* und ,,Teilstiick’‘ fehlen. Diese Worte kénnen aber hier, 
weil es sich um raumliche Gestalten handelt, nur einen rdumlichen Sinn 


Ich schalte noch eine Bemerkung iiber das Zeichen > ein. 3 > 2 


haben: die eine Gestalt nimmt einen gréBeren Raum ein als die andere. 
Nun sieht man aber sofort, daB dann die Behauptung 3 > 2 nicht unter 
allen Umstanden richtig ist. Wenn ich setze 

1 } 1 

1+1+1, 
so ragt die zweite Gestalt nicht iiber die erste hinaus und die erste ist 
kein Teilstiick der zweiten. Man kann die Gestalten auch so andern, da8 
2 > 3 ist, und kommt schlieBlich notwendig zu der Konsequenz, daB 3 > 3 
ist. Wer das bestreitet, verbindet mit 1 +1 und 1+ 1-+-1 doch wieder 
heimlich einen Sinn, etwa den, daB die erste Gestalt zwei Einheiten, also 
eine weniger enthalt als die zweite. Aber 2 bedeutet fiir die Gestalt- 
theorie nichts anderes als die Gestalt 1 +-1 und 3 nichts anderes als die 
Gestalt 1+ 1+ 1, und von Ejinheiten und ihrer ,,Anzahl‘ wissen wir 
nichts. Es lieBe sich eine ahnliche Betrachtung an das Zeichen = an- 
kniipfen, die ich aber iibergehe. 
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Wir kommen also zu dem Resultat, daf blofe Gestalten als Basis 
der Zahlentheorie nicht geniigen. Was daran fehlt, ist nach unseren Uber- 
legungen klar: es miissen Gestalten mit Bedeutung, also echte Zeichen 
sein. Nur dann ist es auch méglich, ihnen eine bestimmte Zusammen- 
setzung und Anzahl vorzuschreiben; diese Vorschrift ist gegeben mit ihrer 
Bedeutung. 

Zur Bekraftigung dieses Resultates kénnte man noch auf zweierlei 
hinweisen. Zunachst auf die Geschichte, die, im iiblichen Sinn aufgefaBt, 
lehrt, daB die mannigfachsten Gestalten dasselbe ,,bedeuten“, ja, daB sogar 
Gestalten wie -+ ganz fehlten und man sich doch dabei etwas dachte. 
Dann auf die Kinderpsychologie, aus der hervorgeht, daB die Kinder oft 
»Zahlen kennen, ohne da8 sie irgendwelche Zeichen fiir diese Zahlen 
haben. 

Wenn nun 1 ein echtes Zeichen ist, was bezeichnet es dann? Dann 
mu8 es einen Gegenstand geben, der von ihm verschieden, aber ihm als 
seinem Zeichen zugeordnet ist. Dasselbe gilt von 2, 3, 4 usw. Mit 
Riicksicht darauf erhalten auch die Zeichen +, =, > eine tiefere Be- 
deutung als in der Gestalttheorie. Was fiir Gegenstinde sind es also, die 
die Zeichen 1, 2, 3 usw. bezeichnen? Das ist die grundlegende Frage 
der Gegenstandstheorie der Mathematik. 

Ich bin erstaunt dariiber, mit welcher intuitiven Sicherheit Herr 
Hilbert selbst diese Frage trotz seiner Gestalttheorie zum Teil beantwortet. 
Man nehme zu den anfangs zitierten Worten noch die folgenden: ,,Als 
Vorbedingung fiir die Anwendung logischer Schliisse und die Betatigung 
logischer Operationen mu8 vielmehr schon etwas in der Vorstellung ge- 
geben sein: gewisse auBerlogische diskrete Objekte, die anschaulich als 
unmittelbares Ergebnis vor allem Denken da sind. Soll das logische 
SchlieBen sicher sein, so miissen sich diese Objekte vollkommen in allen 
Teilen iiberblicken lassen und ihre Aufweisung, ihre Unterscheidung, ihr 
Aufeinanderfolgen ist mit den Objekten zugleich unmittelbar anschaulich 
fiir uns da als etwas, das sich nicht noch auf etwas anderes reduzieren 
laBt.“ (8. 162f.) 

Achten wir zuniachst auf den Standpunkt, von dem aus diese und die 
anfangs zitierten Worte gedeutet werden miissen. Dieser Standpunkt um- 
schlieBt drei Behauptungen: 1. die Zahl ist nicht aus der Menge ableitbar; 
2. die Zeichen 1, 2, 3 usw. bedeuten keine Apfel, Baume, Menschen, kurz, 
keine sinnlichen Dinge; 3. die Zahlen sind oder bedeuten keine Gestalten. 
Die beiden ersten Behauptungen miiBten noch bewiesen werden. Ich ver- 
weise auf meine Ausfiihrungen dazu an anderer Stelle*); uns geniigt hier, 
da8 Herr Hilbert beiden zustimmt. Die dritte Behauptung ist im vor- 
stehenden erwiesen. Behilt man das alles im Auge und korrigiert danach 
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die Worte des Herrn Hilbert, so lassen sich aus ihnen die folgenden 
charakteristischen Merkmale der gemeinten Gegenstiande herausstellen. Diese 
Gegenstande miissen sein 


1. unreduzierbar, d.h. vom Denken nicht geschaffen, 

2. vollkommen iiberblickbar, 

3. raum- und zeitfrei, 

4. unmittelbar geistig erschaubar. 

Wir haben damit einen eigenen Typus von Gegenstanden gewonnen. 
Ich weiB, wie schwer es dem Mathematiker wird, gerade an dieser Stelle 
dem Gegenstandstheoretiker zu folgen. Wir sind durch die Ubermacht, 
die die Sinnenwelt in unserem Leben hat, auch im Denken zuviel an sie 
gebunden und sehen oft nicht, daB die Art, in der die Gegenstande der Sinnen- 
welt existieren — also im Raum, in der Zeit, unvollkommen iiberblickbar, 
sinnlich anschaubar — nicht die einzige Art zu sein braucht, in der Gegen- 
stinde existieren kénnen. Es kann Gegenstinde mit ganz anderen Bestimmt- 
heiten als denen der sinnlichen Gegenstinde geben, die dennoch ganz unab- 
hingig von uns, von unserem Denken existieren. Und solche Gegenstinde 
sind die Zahlen, d.h. die Gegenstinde, die die Zahlzeichen bezeichnen. 
Mit der obigen Charakteristik ist iibrigens ihr Typus noch nicht gut und 
auch nicht vollstandig gezeichnet; darum lassen sich auch die Bedeutungen 
der Zeichen +, —, > noch nicht erkennen. Ich méchte aber, da der 
Zweck dieser Untersuchung erreicht ist, nicht weiter darauf eingehen und 
verweise dafiir auf meine vorbin zitierte Schrift. 

Zum Schlusse wiederhole ich, daB die weiteren Entwicklungen des 
Herrn Hilbert durch unser Ergebnis, wie mir scheint, nicht beriihrt werden, 
daB aber natiirlich dieses Ergebnis in sie eingebaut werden miiBte. 


1) Miller, Aloys: Der Gegenstand der Mathematik mit besonderer Beziehung auf 
die Relativitatstheorie, 1922, S. 43ff. u. S. 23ff. 


(Eingegangen am 21. 3. 1923.) 


Erwiderung auf die Note von Herrn Aloys Miiller: 
»Uber Zahlen als Zeichen‘. 


Von 
Paul Bernays in Géttingen. 


Die von Herrn Aloys Miiller geiibte Kritik an der Auffassung der 
Zahlentheorie als einer Theorie, welche von bedeutungslosen Zeichen 
(,,Zahlzeichen“) handelt, besteht im wesentlichen in drei Einwendungen, 
deren Besprechung geeignet ist, den Standpunkt der anschaulichen Zahlen- 
theorie, und damit auch den der Hilbertschen Beweistheorie, scharfer zu 
beleuchten. 

1. Der erste Einwand ist terminologisch und richtet sich gegen den 
Gebrauch des Wortes ,,Zeichen“ fiir etwas Bedeutungsloses. Wenn die 
Gegenstande der Zahlentheorie, z.B. 1, 1+-1, keine Bedeutung haben, 
so seien es nicht Zeichen, sondern Figuren oder, ,,wie wir lieber sagen 
wollen“, Gestalten. 

Hiervon ist der erste Teil zuzugeben: in der Tat entspricht es besser 
dem Sprachgebrauch, wenn wir sagen, die Objekte der anschaulichen Zahlen- 
theorie, die ,,Zahlzeichen“ sind Figuren. Hingegen miissen wir es durchaus 
vermeiden, das Wort ,,Gestalt‘‘ im gleichen Sinn wie ,,Figur“ zu gebrauchen. 
Die Figuren sind nicht Gestalten, sondern sie haben Gestalt. (AuBerdem 
haben sie noch Individualitaét.) Wir miissen davon sprechen kénnen, daB 
eine Figur a dieselbe Gestalt hat wie eine andere Figur b. 

2. Das zweite Argument ist folgendes: Da die betrachteten Figuren 
keine Bedeutung haben sollen, so kann es auf die besondere Form der 
einzelnen Bestandteile nicht ankommen. Z. B. kénne man statt der Figuren 


I+i, 1+4+1-+1 
ebensogut auch andere, wie etwa 


Ooe@0 
oeoec 


wahlen, Auch seien wir nicht an die ,,Reihenform der Zusammensetzung“ 
gebunden und ebensowenig an die Anzahl der elementaren Gestalten. Jede 
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hierauf beziigliche Vorschrift wiirde bereits ein inhaltliches Moment ein- 
fiihren. (,,Man denkt an Glieder der Reihe, an die Stellung der Glieder 
in der Reihe, und damit verbindet sich unmerklich wieder ein Bedeutungs- 
gehalt.“) Somit seien ganz beliebige Arten von Zusammensetzungen aus 
diskreten Bestandteilen zulassig. Die Betrachtung solcher Gestalten fihre 
aber nicht zur Zahlentheorie. 

Hieran ist soviel richtig, daB die speziellen Formen ,,1“ und ,,-}+“ 
unwesentlich sind. Wenn wir die Ankniipfung an das Gewohnte auBer 
Acht lassen, so wiirde es sich sogar zur Hervorhebung des Grundsatzlichen 
empfehlen, als Zahlzeichen Figuren vom Typus 


(die also blo8 aus Punkten zusammengesetzt sind) zu nehmen. Und statt 
der Punkte kénnten natiirlich ebensogut Sterne, Vertikalstriche, Kreise oder 
andere Formen gewahit werden. Auch kénnte man statt der raiumlichen 
Aufeinanderfolge eine zeitliche Aufeinanderfolge, etwa von gleichartigen 
Gerauschen, nehmen. 

Wesentlich aber ist, daB Hxemplare von gleicher Gestalt in gleicher 
Art der Zusammensetzung aneinander gefiigt werden. Insofern sind wir 
in der Tat an die Reihenform der Zusammensetzung gebunden. Darin 
liegt aber keineswegs die Erschleichung einer Bedeutung fiir die Zahlzeichen. 
Denn die anschaulich-inhaltlichen Momente, welche in der Beschreibung 
einer Figur auftreten, brauchen ja nicht dieser Figur selbst als Bedeutung 
beigelegt zu werden. 

Um anzugeben, was fiir Figuren die ,,Zahlzeichen“ sein sollen, haben 
wir die Vorstellung einer bestimmten, konkret vorzufiihrenden Form von 
Aufeinanderfolge nétig. Die unwesentlichen Momente der Gestalt und Zu- 
sammensetzung, die hierbei auftreten, werden dann durch die Art der Be- 
trachtung, welche auf die Zahlzeichen angewandt wird, gleichsam eliminiert, 
indem sie bei den vorkommenden Beziehungen keine Rolle spielen. 

So 14Bt sich in der Tat die anschauliche Zahlentheorie als ein grund- 
legendes Kapitel der Gestalttheorie auffassen, dessen Abgrenzung und 
Problemstellung auch vom Gesichtspunkt der Gestalt aus keineswegs will- 
kiirlich ist, sondern auf einer naturgemaBen Abstraktion, einer Auswahl 
gewisser einfachster Momente beruht. Und zwar wird die hier erforderliche 
Abstraktion nicht etwa erschlichen, sondern an Hand von sinnfilligen Ob- 
jekten vorgefiihrt (wobei natiirlich die Méglichkeit einer Verstandigung 
durch die Sprache Vorbedingung ist). Das Prinzip der Abstraktion ist 
allerdings etwas Inhaltliches — eine gedankliche Entdeckung —, aber 


dieser Inhalt ist darum noch nicht eine Bedeutung der Gegenstinde, iiber 
die wir denken. 


~~ SS GC VY 
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Die Behauptung, ,,daB bloBe Gestalten als Basis der Zahlentheorie 
nicht geniigen“, mag zugegeben werden. Aber die bedeutungslosen Figuren 
sollen ja auch nicht die Basis, sondern nur die Gegenstdnde der Zahlen- 
theorie bilden. 

3. Zur Erlauterung seines Standpunktes bringt Herr Aloys Miiller 
folgenden dritten Einwand vor: ,,3 > 2“ bedeutet nach Hilberts Erklarung, 
daB das Zahlizeichen 3, d.h. 1+-1-+-1, iiber das Zahlzeichen 2, d.h. 1+-1, 
hinausragt oder daB die letztere Figur ein Teilstiick der ersteren ist. Bei 
dieser raumlichen Deutung sei nun aber die Behauptung 3 > 2 gar nicht 


unter allen Umstianden richtig. Z.B. wenn man die beiden Figuren in 
der Form 


1+ 1 

1+1+1 
untereinander schreibe, so rage die zweite nicht iiber die erste hinaus, und 
diese sei auch kein Teilstiick der zweiten. ,,Wer das bestreitet, verbindet 
mit 1-+1 und 1-++1-+1 doch wieder heimlich einen Sinn, etwa den, daB 
die erste Gestalt zwei Einheiten, also eine weniger enthalt als die zweite.“ 

Hierzu ist zunachst zu sagen, daB die Behauptung 3 > 2 gemaB der 
Hilbertschen Erklarung zwar einen raumlichen, aber doch darum nicht 
einen metrischen Sinn hat. Bei der Kennzeichnung der fiir die anschau- 
liche Zahlentheorie erforderlichen Einstellung hebt ja Hilbert (an einer 
von Herrn Aloys Miiller selbst zitierten Stelle) hervor, daB ,,von gering- 
fiigigen Unterschieden in der Ausfiihrung* der Figuren abgesehen werden 
soll. Ein solcher geringfiigiger Unterschied ist es, wenn die Bestandteile 
der Figur 1-+-1 durch gréBere oder kleinere Abstinde voneinander getrennt 
werden. Da8 man diesen Unterschied als ,,geringfiigig‘ aufzufassen hat, 
geht schon daraus hervor, daB ja mit ,,2‘* immer dieselbe Gestalt be- 
zeichnet sein soll. Diese wird vollstandig dadurch beschrieben, daB erst 
,1‘*, dahinter ,,+“* und dahinter wieder ,,1‘* steht. Entsprechend ist die 
Figur 1+ 1-+ 1 zu beschreiben. Und nun ist es eine anschaulich zu er- 
fassende Tatsache, daB die Figur 1+ 1 mit einem Bestandteil der Figur 
1+ 1+ 1 iibereinstimmt, so daB diese aus jener entsteht, indem noch 
etwas, namlich ,,+ 1“, angefiigt wird. 

Bei dieser Feststellung wird aber nicht etwa den Figuren ,,heimlich* 
ein Sinn beigelegt. Es handelt sich ja um ein rein duBerliches Verhaltnis 
zwischen den Figuren. Auch das, wovon Herr Aloys Miiller in dem vorhin 
zitierten Satz spricht, daB die Gestalt 1+ 1 zwei Einheiten — (mit ,,Einheit*‘ 
ist wohl der Figurenbestandteil 1 gemeint) —, also eine weniger enthilt 
als 1-+1-+1, macht ja nicht einen Sinn dieser Zeichen aus, ebensowenig 
wie etwa die Feststellung, daB das Wort ,,Stuhl“ fiinf Buchstaben enthalt, 
etwas zum Sinn dieses Wortes beitrigt. 
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Anscheinend denkt aber Herr Aloys Miiller, wenn er von einer Be- 
deutung der Zahizeichen spricht, gar nicht an eine Bedeutung von der Art, 
wie sie bei den Worten der Sprache vorliegt, sondern vielmehr an die Be- 
deutung, welche den Zahlzeichen innerhalb des Formalismus der Zahlen- 
theorie zukommt. Einer solchen Bedeutung sind aber auch sinnlose Figuren 
fahig, naimlich auf Grund der auBeren Eigenschaften, die an ihnen vor- 
gefunden, und der duBeren Beziehungen, die zwischen ihnen festgestellt 
werden. — 

Es sei auch bemerkt, da8 der inhaltliche Charakter des Anzahlbegriffes 
sich mit dem rein figiirlichen Charakter der Zahlzeichen durchaus vereinigen 
laBt. Die Figuren werden als Hilfsmittel des Zdhlens verwendet, und 
durch das Zahlen gelangt man zur Anzahlbestimmung. Diese Art der 
Einfiihrung des Anzahlbegriffes und die dabei erforderlichen anschaulichen 
Oberlegungen finden sich iibrigens schon in der friiheren Literatur dar- 
gelegt (z. B. bei Helmholtz, ,,Zahlen und Messen“). 

Hierbei ist zu beachten, daB die Anzahlen nur im Zusammenhange 
der ganzen Anzahl-Aussage definiert werden. Es wird nicht erklart, was 
z. B. ,,die Anzahl fiinf* ist, sondern nur, was es heiBen soll, daB einer 
vorgelegten Gesamtheit von Dingen die Anzahl fiinf zukommt. 

Freilich kann nicht behauptet werden, daB die Methode der anschau- 
lichen Zahlentheorie und die daran gekniipfte Anzahldefinition die einzige 
mit Hilberts methodischer Grundtendenz vereinbare Begriindung der Zahlen- 
lehre darstellt. (Hilbert selbst ersetzt ja diese Begriindung bei der Auf- 
stellung seiner umfassenderen Theorie durch eine andere, weitergehend 
formalisierte. ) 

Keinesfalls aber vertragt es sich mit dem Hilbertschen Grundgedanken, 
die Zahlen einzufiihren als ideale Gegenstainde ,,mit ganz anderen Bestimmt- 
heiten als denen der sinnlichen Gegenstande“, ,,die doch ganz unabhangig 
von uns ... existieren“. Damit wiirden wir das Gebiet des handgreiflich 
Sicheren iiberschreiten. Insbesondere wiirde sich dies darin auBern, da8 wir 
konsequentermaBen dann die Zahlen als alle auf einmal existierend an- 
nehmen miiBten. Das hieBe aber, an den Anfang stellen, was fiir Hilbert 
gerade das Problematische ist. 

Allerdings sind auch nach Hilbert die Objekte der anschaulichen Zahlen- 
theorie, die Zahlzeichen, nicht ,,vom Denken geschaffen*. Das besagt aber 
nicht, daB sie unabhangig von ihrer anschaulichen Konstruktion — um 
diesen hier vollkommen angemessenen Kantischen Terminus zu gebrauchen — 
existieren. Die Konstruktion liefert aber immer nur entweder eine einzelne 
bestimmte Figur oder ein Verfahren, um aus einer vorgelegten Figur eine 
andere zu gewinnen (z. B. durch Anhangen von ,,-- 1“). Sie fiihrt aber 
nicht zu der Vorstellung einer simultanen Existenz ,,aller Zahlzeichen. 
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DaB die Vorstellung der Zablenreihe als eines abgeschlossenen Inbegriffs 
beim mathematischen SchlieBen ohne Gefahr eines Widerspruchs angewandt 
werden kann, das wird gerade erst durch die Betrachtungen der Hilbertschen 
Beweistheorie gezeigt. 

Die Moéglichkeit einer philosophischen Einstellung, von welcher aus die 
Zahlen als existierende, nicht-sinnliche Gegenstiande erfaBt werden — die 
gleiche Art von idealer Existenz miiBte allerdings dann folgerichtigerweise 
auch transfiniten Zahlen, insbesondere den Zahlen der sogenannten zweiten 
Zahlenklasse zuerkannt werden —, wird durch die Hilbertsche Theorie nicht 
ausgeschlossen. Wohl aber ist es ihr Ziel, eine solche Einstellung fiir die 
Grundlegung der exakten Wissenschaften entbebrlich zu machen. 


(Eingegangen am 7. 4. 1923.) 


Zusatz zu meiner Note ,,Uber Zahlen als Zeichen“ mit Riicksicht auf 
die Kritik des Herrn Paul Bernays. 


Von 


Aloys Miiller in Bonn. 


Auf die Ausfiihrungen des Herrn Bernays antworte ich folgendes: 

1. Einigen Ausdriicken Hilberts glaubte ich entnehmen zu kénnen, 
da8 er ,,Figur“ und ,,Gestalt“ fiir synonym halt. Nach der authentischen 
Feststellung des Herrn Bernays ist das nicht der Fall. Damit wird die 
Betrachtung, die ich an das Zeichen > angekniipft habe, hinfallig, weil 
sie auf der Sinnidentitét von Figur und Gestalt beruht. Alles iibrige 
bleibt bestehen, weil es von dem angedeuteten Unterschied unabhangig ist. 

2. Was in der Gestalttheorie Hilberts mit den Gestalten einzig ge- 
schehen kann, trifft den Sinn dessen nicht, was die Mathematik mit den 
Zahlen tut; was in ihr geschieht, ware unméglich, wenn nicht Zahlen 
vorausgesetzt wiirden, die keine Gestalten sind. 

3. In den Gedanken des Schlusses iiber das ,,Zahlen‘‘, ,,die anschau- 
liche Konstruktion der Zahlen u. a. sind die psychologische und die gegen- 
standstheoretische Frage nicht geniigend auseinandergehalten. 


(Eingegangen am 1. 7. 1923.) 








Sui procedimenti transfiniti. 
(Auszug aus einem Briefe an Herrn Hilbert.) 
Von 


Beppo Levi in Parma. 


La lettura delle Sue comunicazioni intorno alle nuove Sue ricerche 
sui Fondamenti della matematica (Neubegriindung der Mathematik e Die 
logischen Grundlagen der Mathematik) mi ha invogliato a richiamare la 
Sua attenzione sopra un punto di vista gia da me esposto in un articolo 
di aleuni anni or sono (Riflessioni sopra alcuni principii della teoria 
degli aggregati e delle funziont in “Scritti matematici offerti ad Enrico 
D’Ovidio” — Torino — Bocca — 1918). Mi pare che tale punto di vista 
sia capace di conciliare parecchie divergenze di giudizio che in questo 
argomento si sono pil volte dimostrate e tuttora sussistono fra i matematici. 

Ella caratterizza il Suo pensiero coll’ aforisma: In principio é il 
segno*); io potrei forse cercare di riassumere analogamente il mio dicendo 
che: In principio é [ aggregato; perd la differenza non é, credo, che nelle 
parole e nella forma*) (ed avré anche occasione di rilevarlo in seguito), 
e riguarda principalmente il particolare orientamento del pensiero che, 
momentaneamente, occorre di mettere in evidenza. Mi pare che effettiva- 
mente il pensiero matematico si eserciti sempre intorno a totalita di ele- 
menti, i quali elementi non sono altrimenti caratterizzati che dall’ appar- 
tenere ad una tale totalita (si potrebbe ben dire, di essere associati ad 
una determinata parola o segno), ed essere fra loro diversi, sebbene restino 
indistinguibili finché non interviene un particolare atto di pensiero il 
quale, applicandosi a taluno di tali elementi, lo rende, percid solo, distinto 
dagli altri. 


*) Neubegriindung der Mathematik, Abhandlungen aus dem Mathematischen 
Seminar der Hamburger Universitat 1 (1922), S. 165. 

*) Sono, ad es., piuttosto conformi a questa veduta le Sue osservazioni in Neu- 
begriindung, 8S. 159. 
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L’ esempio pid limpido ed immediato ci é offerto dallo “spazio” 
della geometria pura. La condizione essenziale affinché un ragionamento 
geometrico sia possibile é la concezione di uno spazio, di cui i punti sono 
gli elementi, ai quali (inizialmente) non si attribuisce altro carattere che 
di essere parecchi (infiniti), diversi fra loro, ma del pari fra loro in- 
distinguibili; mentre d’ altra parte non si pud fare della geometria fino a 
che non si ferma la nostra attenzione sopra taluni punti che noi rendiamo 
distinti dagli altri punti dello spazio coll’ attribuire loro un nome (A, B,.. .) 
e cioé col puro atto di applicare ad essi il nostro pensiero. Certamente, 
per poter fare della geometria, noi dobbiamo poi enunciare, a riguardo 
dello “spazio” e dei suoi elementi “punti”, delle proposizioni primitive 
(assiomi o postulati); ma si pud dire che questa é gia una seconda fase 
del pensiero geometrico: tanto vero che noi possiamo mutare — e mu- 
tiamo effettivamente — tali proposizioni, e riteniamo di fare sempre 
ugualmente della geometria. 

Se perd la cosa é particolarmente limpida per la geometria, non 
altrimenti avviene in ogni altro ramo della matematica. Consideriamo 
per es. I aritmetica: noi possiamo considerare due segni: le -+-; e possiamo, 
mediante essi costruire le figure: 1, 1+ 1, 1+1-+1,...: perd né tali 
figure sono propriamente ¢ numeri interi, né la teoria dei numeri interi 
pud essere teoria di proprieta di queste figure: nella Sua Newbegriindung 
Ella introduce invero il segno Z che, premesso ad un simbolo a, serve 
ad affermare che a é un numero: salvo la forma verbale, Z sta dunque 
a rappresentare un aggregato, |’ aggregato det numeri interi, ed affine di 
poter costruire |’ aritmetica, é necgssario di considerare (proprio come 
avviene per i punti dello spazio) tutti i numeri come individui, indiffe- 
renti fra loro, di questo aggregato, mentre é necessario di poterne consi- 
derare uno qualsiasi come individuato pel solo fatto di averlo pensato 
come tale (praticamente, di avergli dato un nome: a, b,...) e indipen- 
dentemente dalla possibile sua generazione come somma di unita. Solo 
cosi si rende possibile, ad esempio, enunciare i postulati fondamentali 
dell’ aritmetica, per es. il postulato dell’ induzione completa. 

L’ essenziale di queste considerazioni riassunsi gia nell’ articolo che 
Le ho pid sopra ricordato, coll’ enunciato: 

In ogni teoria matematica si suppongono taluni aggregati, per cia- 
scuno dei quali si postula la possibilita di scegliere (fissare) arbitraria- 
mente un elemento, con atto di penstero non scomponibile o riduttibile 
ad altri pit semplici. Tali aggregati io chiamo gli aggregati primi della 
teoria in questione; e dico che essi definiscono il dominio deduttivo in 
cui si svolge quella teoria. 

La determinazione del dominio deduttivo presupposto per un determinato 
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ragionamento é quasi sempre tacita: io non saprei invero dare un esempio in 
cui essa sia esplicitamente enunciata: nondimeno non é quasi possibile 
dare un significato preciso all’ abituale richiesta di rigore che noi impo- 
niamo ai nostri ragionamenti, se esso dominio si lascia indeterminato. E 
nel maggior numero dei casi, mi pare che le differenze di vedute circa 
l’ ammissibilita di certi ragionamenti (e in particolar modo di quelli in 
cui si fa uso di infinite scelte) provengono essenzialmente dal diverso 
dominio deduttivo tacitamente adottato dai diversi matematici. 

Il numero delle operazioni che noi facciamo in un determinato ragio- 
namento é¢, per propria natura, finito: in particolare é quindi necessaria- 
mente finito il numero degli elementi che, in un determinato ragiona- 
mento, si possono fissare arbitrariamente negli aggregati primi del domi- 
nio deduttivo. Infinite scelte arbitrarie non sono dunque possibili in un 
determinato dominio deduttivo. Ma, assegnato un aggregato A, noi pos- 
siamo considerare |’ aggregato che ha per elementi aggregati costituiti da 
una infinita di elementi di A (eventualmente soggetti a determinate 
restrizioni). Se B é il nuovo aggregato, avverra generalmente che gli 
aggregati-elementi di B non siano fra loro distinguibili, in quanto noi 
conosciamo tali aggregati-elementi solo per la loro comune definizione, 
senza che ci sia possibile di definirne uno mediante scelte arbitrarie (ne- 
cessariamente, come dissi, in numero finito) nell’ aggregato primo A. B 
pud allora considerarsi come aggregato primo per un dominio deduttivo 
pit ampio di quello inizialmente considerato: si pud allora ammettere 
di fissare (scegliere, nominare) uno degli elementi di B, con atto unico 
di pensiero. Cosi le infinite scelte, inammissibili in un dato dominio 
deduttivo, si risolyvono in un’unica scelta, in un dominio deduttivo 
pia ampio. 

Se, con questa osservazione, pud parere che la nozione di dominio 
deduttivo aggiunga assai poco agli abituali ragionamenti transfiniti (perché 
bastera sempre considerare un dominio sufficentemente ampio, affinché un 
qualunque ragionamento proposto possa coonestarsi), mi pare che tale 
conclusione scettica non sarebbe del tutto giustificata, sia perché, come 
osservero, una certa regola si pud imporre utilmente ai possibili amplia- 
menti del dominio deduttivo, sia perché ho ritenuto sempre che lo scopo 
delle ricerche sui fondamenti della matematica non consista nel precisare 
un certo sistema di postulati e spingerne avanti quanto possibile le dedu- 
zioni (nel costruire cioé tale o tale altra teoria logica), ma consista piut- 
tosto (precisamente come Ella ha altra volta suggerito) nell’ assegnare il 
posto che una proposizione assegnata (o un assegnato ragionamento) ha 
nel sistema delle verita note. 


Per la scuola di matematici che si potrebbero chiamare finitisti, il 
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solo dominio deduttivo ammesso é quello in cui é primo un solo aggre- 
gato: l’ aggregato dei numeri interi: é certo che non é allora possibile 
di parlare di “un numero reale qualunque”, perché cid equivarebbe a con- 
cepire come assumibile arbitrariamente una classe di frazioni approssi- 
manti un numero reale (classe necessariamente infinita). In tale dominio 
deduttivo non si potra certamente parlare che di singoli numeri reali, 
definiti assegnando un procedimento di approssimazione mediante numeri 
razionali. E non é questa o simili conclusioni cid che mi allontana da 
questi matematici, bensi il loro esclusivismo rispetto al dominio deduttivo 
a cui pretendono costringere I’ analisi matematica. 

Per definire un numero reale Ella considera la funzione f(n) che ha 
per valori le n™* cifre dello sviluppo binario del numero considerato; 
parlare di “un qualunque numero reale” equivale allora a parlare di “una 
qualunque funzione f(n)”, ed @ chiaro che cid non é possibile se non 
quando sia primo, nel dominio deduttivo che si suppone, |’ aggregato 
delle funzioni f(n). 

A seconda che si suppone di ragionare nel dominio deduttivo in cui 
® primo soltanto |’ aggregato dei numeri interi, ovvero in quello in cui é 
primo anche |’ aggregato dei numeri reali (ovvero |’ aggregato delle Sue 
funzioni f(n)) @ diversa la risposta alla questione sollevata dal Brouwer, 
se ogni numero reale abbia sviluppo decimale: é negativa nel primo caso, 
come opina il Brouwer — purché come “numero reale” non si intenda, 
con Lei, un numero decimale illimitato, ma bensi una classe di razionali 
limitata superiormente; é invece affermativa se si considera come primo 
l’ aggregato dei numeri reali, perché allora, una volta dimostrato che una 
certa definizione definisce un numero reale, questo, concepito come atto 
unico di pensiero, definisce completamente la classe delle frazioni deci- 
mali che lo approssimano per difetto. Mi pare invece che, anche per un 
matematico finitista, il numero citato da Lei *) 


0, [2°] [8°*} [4"4]... 


sia completamente definito, non potendo dipendere la decisione, se tale 
numero sia definito o non in un determinato dominio deduttivo, dalle 
nostre attuali conoscenze (il dominio deduttivo non si muta infatti nella 
sua definizione, col progredire di tali conoscenze). 


Quando si dimostra che un aggregato B ha potenza minore od uguale 
ad un altro aggregato A, si afferma che ogni elemento di B appartiene al 


dominio deduttivo in cui A é primo; quando invece si dimostra che B 


8) Die logischen Grundlagen der Mathematik, Math. Ann. 88 (1922), S. 161—162. 
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ha potenza superiore o non confrontabile con A, si afferma che nel do- 
minio deduttivo in cui A é primo (e non B o un aggregato di ugual 
potenza) non si pud parlare di “un elemento qualunque di B”. Ma 
finché nulla si pud affermare circa le suddette relazioni fra le potenze di 
A edi B, avra senso il discorrere del dominio deduttivo in cui sono 
primi A, o B, o entrambi. Ed una stessa dimostrazione acquista significati 
diversi a seconda del dominio deduttivo adottato. 

Cosi la dimostrazione del Cantor per la non-numerabilita del continuo 
si pud interpretare nel dominio deduttivo in cui é primo I’ aggregato dei 
numeri reali, e dice allora che nessun aggregato numerato di numeri 
reali, definito mediante un numero finito di scelte arbitrarie di numeri 
reali, pud comprendere tutti i numeri reali; ma si pud pure interpretare 
nel dominio deduttivo in cui, oltre all’ aggregato dei numeri reali, é primo 
l aggregato degli aggregati numerati di numeri reali, ed essa afferma 
allora la contraditorieta della postulazione che un elemento di questo 
secondo aggregato sia costituito da tutti gli elementi del primo. Ma le 
due interpretazioni vengono a identificarsi, quando si sa che I’ aggregato 
degli aggregati numerati di numeri reali ha la potenza del continuo. 

La dimostrazione dello Zermelo per la ben-ordinabilita di un qual- 
siasi aggregato A si svolge nel dominio deduttivo in cui é primo non solo A, 
ma ancora I’ aggregato B degli aggregati di elementi di A e I’ aggregato C 
che ha per elementi gli aggregati di coppie costituite ciascuna da un 
elemento di B e da un elemento di A che gli appartenga (ovvero che ha 
per elementi le catene di coppie costituite come ho detto). La dupplice 
considerazione di una funzione transfinita (vy ez) mediante la quale Ella 
giunge per |’ appunto alla proposizione di Zermelo, sta precisamente, s’ io 
non erro, a rappresentare questo dupplice ampliamento del dominio deduttivo 
mediante la considerazione degli aggregati primi Be C. Ora io giudico 
che queste considerazioni pongano nella sua vera luce la proposizione di 
Zermelo: per una parte si deve osservare che |’ esperienza analitica ha 
insegnato che la ricerca matematica trae profitto dall’ assumere come 
dominio deduttivo quello in cui é primo I’ aggregato dei numeri interi, od 
anche quello in cui é primo I’ aggregato dei numeri reali, ovvero delle 
funzioni, ed anche dominii pit larghi, come osserveré ancora; ma non pare 
che alcun risultato utile possa ottenersi da un ampliamento quale quello 
sopra indicato (ed io penso che questa impossibilita di attendere un 
risultato dall’ accennato ampliamento del dominio deduttivo risulti in primo 
luogo dal fatto che si tratta di un ampliamento fatto ad hoc, fine a se 
stesso, senza che alcuna operazione sia definita sopra gli elementi dei nuovi 
aggregati primi; ampliamento inoltre che deve ripetersi indefinitamente 
ogni volta che un nuovo aggregato si presenta: in particolare deve ripetersi 
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affine di poter applicare la proposizione agli aggregati nuovi medesimi 
(B e C) che esso conduce a considerare). Per altra parte si vede come 
erroneamente si parli abitualmente di un postulato di Zermelo. Nel lavoro 
che Le ho ricordato, io ho mostrato come il sistema dei postulati dei 
numeri reali sia completo, nel senso che nessun postulato (relativo all’ aggregato 
dei numeri reali) pud essere indipendente da essi senza essere contraditorio 
con essi: in particolare cid dovrebbe dirsi del presunto “‘postulato di 
Zermelo”; onde la conclusione che nel dominio deduttivo dei numeri reali 
la bene-ordinabilita del continuo o deve essere un teorema indipendente dal 
presunto postulato, ovvero deve essere negata. Diversa é la cosa qualora, 
anziché di postulato nuovo, si parli di alterazione del dominio deduttivo. 

E’ pur vero che |’ apparenza formale del postulato si ha quando si 
enuncia che “in ogni aggregato esiste un elemento distinto”: ma é questa 
forma dell’ enunciato che é erronea. Assegnato un aggregato « esiste tutto 
un aggregato (della stessa potenza di «) avente per elementi le coppie 
costituite di « e di un suo elemento; e, considerando questo aggregato 
come primo, noi possiamo dire “fissiamo una di queste coppie” allo stesso 
modo come in geometria noi diciamo “fissiamo un punto”. Peré fra i 
postulati della geometria abbiamo bensi “esistono punti”, ma non abbiamo: 
“@ individuato il punto O”, perché tal “punto O” sarebbe un nuovo 
concetto a sé, e non pil un elemento (“punto”) dell’ aggregato primo 
“‘spazio”. (In un linguaggio di simboli, sarebbe wn nuovo segno non 
riduttibile al segno “spazio”*).) Cosi non pud considerarsi come un 
postulato della teoria dei numeri I affermazione che “é individuato uno 
fra gli aggregati aventi come elementi le corrispondenze (coppie) univoche 
[aggregato di numeri] —+ [numero appartenente ad esso|”. Pii general- 
mente, in una teoria in cui si tratti del “segno” (aggregato) A, non ha 
senso un postulato che si esprima nella forma “fra gli aggregati aventi 
per elementi le coppie univoche [aggregato di elementi di A] — [elemento 
di esso] é individuato quello che io chiamo 2”: anche qui 2 é un nuovo 
segno, non riduttibile a quelli antecedentemente considerati. 

L’ osservazione si applica, con pochi mutamenti di parole, alla forma 
data dallo Zermelo nel 1910 al suo “postulato”. 


Nel lavoro che Le ho citato ho mostrato mediante esempi che la 
considerazione del dominio deduttivo vale a giustificare, meglio della 
proposizione di Zermelo, parecchie dimostrazioni dell’ analisi ordinaria, 
controverse appunto perché é, per molti autori, una obiezione il fatto che 
si debba ricorrere a quella proposizione. Ed uno dei vantaggi della 


*) Mi pare di avvicinarmi alquanto al pensiero espresso nella Sua Neubegriin- 
dung, a p. 163 (prime linee). 
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considerazione del dominio deduttivo é questa che é possibile regolarizzare, 
mediante convenienti convenzioni, gli eventuali ampliamenti di esso. Uno 
di questi elementi di regolarizzazione io ho indicato in quello che ho chia- 


mato PRINCIPIO DI APPROSSIMAZIONE: 


Sia {2 un dominio deduttivo assegnato: sia E un aggregato i cui elementi 
non appartengano ad 2, ma possano farsi corrispondere ciascuno ad un 
sistema infinito di elementi definibili in 2. Sita assegnata una funzione f(x), 
per la quale il dominio D della x sia contenuto in E ed il dominio F 
della f(x) appartenga o non appartenga ad 2. Sia infine definita una 
funzione numerica d(y,z) delle coppie di elementi (y,z) di F, la quale 
ia nulla sempre e solo quando y=2z. Supponiamo che a sia un elemento 
di D tale che, definito un numero razionale arbitrario 6, fra gli elementi 
dell’ aggregato infinito di elementi definibili in {2 che si suppone corri- 
spondere ad a, se ne possa fissare un numero finito n tali che, indicando 
con a’ ea” due elementi di D qualunque aventi come corrispondenti in 2 
aggregati aventi comuni con quello corrispondente ad a i detti n element, 
sia sempre d(f(a’),f(a”)) <4. Allora noi consideriamo f(a) come 
appartenente all ampliamento naturale di 22 definito dalla funzione d( y, z 

Se 2 @ jl dominio deduttivo dei numeri interi, D I aggregato degli 
ageregati ordinati di infiniti interi, f(z) la frazione continua illimitata 
che ha per denominatori parziali successivi gli elementi di x, d(y,z) il 
massimo delle differenzé fra le ridotte non comuni ad y e z, risulta 
definito un ampliamento naturale di 2 a cui appartengono tutti i numeri 
reali (valori di f(x) 


Agli svolgimenti che, per opera di vari autori, hanno avuto le Sue 
idee circa |’ uso di successioni minimizzanti nelle ricerche del calcolo delle 
variazioni si é¢ fatto pit volte appunto di far uso del postulato di Zermelo. 
L’ osservazione é¢ in pit casi infondata: ma in ogni caso le osservazioni 
precedenti consentono un pil minuto esame della questione: 

1° V’é anzitutto un tipo di tali ragionamenti in cui il ricorso alla 
scelta arbitraria di infiniti elementi ¢ del tutto apparente, e si riduce ad 
un espediente di linguaggio. Cosi é per il procedimento seguito da me 
nella mia memoria sopra “I] principio di Dirichlet” (Rendiconti del Circolo 
Matematico di Palermo 22) e per il procedimento del Courant in ,,Uber 
die Methode des Dirichletschen Prinzipes‘‘ (Math. Ann. 72) e in ,,Zur 
Begriindung des Dirichletschen Prinzipes“ (Gétt. Nachr. 1910): se J(u) é 
l integrale da rendere minimo, e d é il suo limite inferiore, si fissa arbi- 
trariamente una successione di numeri 


S, acces 


. lim 4 0 


w 
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e si considera una successione di funzioni u, tali che J(u é,; ma 
esaminando il ragionamento si vede che si potrebbe, collo stesso successo, 
considerare invece la successione degli aggregati w, costituiti dalla totalita 
delle funzioni (soddisfacenti ad eventuali condizioni) u, per le quali la 


precedente disuguaglianza é¢ soddisfatta. Colla stessa operazione con cui 


wJ—@ds 


dalla successione u,,u,,... se ne deduce un’altra uj,u3,... che ha 
funzione limite, si deduce dalla successione w,, w,,... un’ altra successione 
d’ aggregati w;, w3,... la quale ancora tende ad un limite unico (lo stesso 


quindi che precedentemente). Cosi modificata, la dimostrazione si svolge nel 
dominio deduttivo dell’ aggregato delle funzioni u. Essa é percié dimostrazione 
esistenziale e non costruttiva, ma le infinite scelte vi sono completamente 
eliminate. 

All’ opposto il primo modo di esposizione ha il vantaggio di appa- 
rire pid prossimo ad una possibile costruzione: se invero, pur con una 
arbitrarieta rinnovantesi ad ogni n, é¢ possibile nominare una funzione 1, 
per ciascuno degli aggregati w,; € se conseguentemente, per individuare 
la funzione minimizzante [7 occorre infinite volte assegnare valori ail 
elementi arbitrari, bastera invece ripetere la scelta un numero finito di 
volte quando si chieda di determinare la U soltanto con un’ approssimazione 
determinata. Cosi, quando una successione minimizzante di funzioni si 
pud costruire, elemento per elemento, nel dominio deduttivo dei numeri 
reali o anche nel dominio deduttivo dei numeri interi, |’ esistenza della 
funzione minimizzante risulta provata in un ampliamento naturale di tali 
dominii. 

2° Ma, sempre restando all’ esame dei procedimenti relativi al prin- 
cipio di minimo, esistono casi in cui le infinite scelte arbitrarie non 
si possono eliminare mediante la semplice considerazione di un ag- 
gregato di funzioni come aggregato primo, e quindi il principio di 
approssimazione acquista un’ altra importanza. Tale é per es. il caso del 
procedimento generale delineato anzitutto da Lei e ripreso poi da vari 
wutori (Noble, Bolza, Carathéodory). Non é, ancora, nella determinazione 
di una particolar successione minimizzante di funzioni che cadono necessaria- 
mente le infinite scelte, poiché anche in questi casi si pud parlare, anziché 
di singole funzioni, di aggregati di funzioni soggetti a determinate condi- 
zioni (la condizione di approssimare dati valori per valori assegnati delle 
variabili): @ invece essenziale la scelta arbitraria quando si tratta di 
assegnare codesti valori a cui le funzioni considerate debbono tendere 
corrispondentemente ad infiniti valori delle variabili, costituenti un ag- 
gregato denso. 

Quando a un teorema (d’ esistenza si pud contrapporre un teorema 
d’ unicitaé (nel qual caso pud avere interesse lo sforzo di regolare le scelte, 

12° 
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come fa per es. il Tonelli in “Sopra un certo ragionamento” (Atti della 
R. Ace. delle Sc. di Torino, 1913), ovvero quando il problema di minimo 
é risolto nel campo ristretto ed il campo considerato é illimitato (per 
modo, che come suggerisce |’ Hadamard, !a risoluzione del problema generale 
si pud ricondurre a un problema di minimo ordinario), uso delle infinite 
scelte pud ancora considerarsi come un artificio di comodo, ma forse 
parassita. Ma non é difficile costruire esempi in cui, a causa di con- 
venienti singolarita nel contorno del campo, le soluzioni del problema 
sono effettivamente infinite e dipendenti necessariamente da infinite scelte, 
anche nel pii semplice problema unidimensionale definito positivo regolare. 
Tale é il caso della linea di minima lunghezza che congiunge i punti A, B 
di un piano in cui siano praticati infiniti buchi come indico sommariamente 
in figura. 





[Si deve supporre prolungata indefinitamente la costruzione successiva di fori (om- 

breggiati) per modo che la figura totale risulti simile alla parte sostenuta dal seg- 

mento (disegnato a tratti) che congiunge A con un vertice della losanga centrale, e 

risulti inoltre simmetrica rispetto al centro di questa. Le parti della figura soste- 

nute da segmenti (a tratti) paralleli ad AB, via via decrescenti, risultano ancora 
tutte simili e omotetiche fra loro e alla figura totale.] 


Dando ai buchi la forma di losanghe, come appare nella mia figura, 
la linea di minima lunghezza é chiaramente una spezzata di infiniti lati, 
avente per vertici vertici delle losanghe; e la scelta di tali vertici si pud 
fare in infiniti modi: in ogni caso perd, una qualunque di queste curve 
minimizzanti si pud considerare come limite di una successione minimizzante 
di funzioni (o di aggregati di funzioni). Se con ¢ si indica il parametro 
comune da cui si fa dipendere il punto corrente sopra queste linee (come 
si vede per es. nelle esposizioni del Carathéodory *) o del Bolza*)), e se come 
funzione d(y,z) si assume la massima distanza di punti delle curve y, z 
corrispondenti allo stesso valore di ¢, si vede subito che |’ affermazione 
dell’ esistenza della curva limite appartiene all’ ampliamento naturale definito 


5) Math. Ann. 62 (1906). 
*) Lectures on the calculus of variations; Vorlesungen iiber Variationsrechnung. 
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da detta funzione d, del dominio deduttivo in cui é primo I’ aggregato 
delle funzioni continue di una variabile. 

3° Ma il principio di minimo é stato pure usato in forme nelle quali 
non é pit sufficiente passare da uno dei dominii deduttivi abituali all’ analisi 
ad un suo ampliamento naturale: se si esamina per es. alcune applicazioni 
proposte dal Fubini [ Nuove applicazioni del principio di minimo, Annali di 
matematica (3), 19 (1907)], si vede che, almeno nella forma in cui il ragiona- 
mento é esposto, esso suppone I’ assegnazione simultanea (e non successiva) 
di tutte le funzioni di una successione minimizzante. I] dominio deduttivo 
in cui si svolgono tali ragionamenti assume dunque come aggregato primo 
quello che ha per elementi tali successioni minimizzanti. La convenienza 
della dimostrazione dal punto di vista dell’ analisi ordinaria e della deter- 
minazione effettiva (convenientemente approssimata) di una soluzione 
appare minore, qualora non esista una legge capace di definire, in ter- 
mini finiti, una successione minimizzante. 


Parma, aprile 1923. 


(Eingegangen am 5. 5. 1923.) 








Introduzione alla geometria delle forme binarie. 
Von 


Annibale Comessatti in Padua ( Italien». 


La teoria delle forme algebriche, nel suo vasto e complesso sviluppo 
al quale hanno contribuito le menti pid insigni della seconda meta del 
secolo scorso'), é stata finora considerata quasi esclusivamente sotto |’ aspetto 
formale; alla cui indiscussa preminenza é¢ da ritenersi che abbian con- 
tribuito, da un lato l’ancor incompleta evoluzione della geometria iper- 
spaziale, dall’ altro la suggestiva potenza dei metodi di caleolo simbolico. 
La geometria vi ¢ entrata soltanto, per dir cosi, di straforo, e solo, nei 
casi pit semplici, come sussidio interpretativo. 

Non é tuttavia a dirsi, che una visione geometrica di quei problemi. 
ne offra una prospettiva artificiale, deformata da uno sforzo d’ inter- 
pretazione; ché anzi |’ impostazione geometrica apparisce sotto certi aspetti 
veramente connaturata ai problemi stessi, sfrondati di qualche superfluo 
apparato formale. Giacché in fondo i problemi d’ invarianza delle forme 
sono, in virti d’una osservazione di Aronhold, problemi d’ invarianza di 
equazioni; ed a queste torna comodo sostituire gli enti geometrici rap- 
presentativi, almeno quando la loro definizione geometrica non é cosi 
complessa da ostacolare il libero gioco dell’ intuizione, si da render pre- 
feribile l agilita degli algoritmi formali. 

Nel caso delle forme binarie la posizione geometrica di talune questioni 
si rivela cosi semplice ed espressiva, da incoraggiare il tentativo di im- 
postarvi una trattazione organica dell’ intera teoria, o almeno di alcuni 
suoi capisaldi, che proceda indipendentemente dagl’ indirizzi classici. A tall 
propositi, benché col piii modesto intento di segnalare ed in parte svi- 


*) Vedi in proposito il rapporto di F. Meyer: Sulle stato presente della teoria 
degl’ invarianti (trad. italiana di G. Vivanti) [Giornale di Mat. 32 a 37 (1893—98)]: 
in tedesco: Jahrb. D. Math. Ver. 1 (1892). 
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luppare talune semplici idee direttive, in armonia colle premesse d’ un 
precedente lavoro introduttivo*), s’ informa la presente ricerca. 


Il suo punto di partenza é costituito da un’ opportuna interpretazione 
geometrica dei covarianti, la quale da immediato ed espressivo rilievo 
alle loro pit salienti proprieta strutturali. Vien cosi fatto di compiere 
fin da principio, per il tramite d’ un importante teorema di Faa di Bruno, 
la cui dimostrazione geometrica é quasi intuitiva, un progresso, che, nei 
confronti colla posizione storica di quel risultato, apparisce notevolmente 
rapido*): ed inoltre, sotto molti punti di vista, vantaggioso, in quanto la 
sostituzione dei seminvarianti ai covarianti, consentita da quel teorema, 
permette di eliminare in molte questioni le variabili, e di restringere il 
gruppo di trasformazioni rispetto al quale si considerano le proprieta in- 
variantive. La teoria dei seminvarianti, poco coltivata prima del 1880‘) 
non ha forse portato alla ricerca principale il contributo che da essa si 
sarebbe potuto attendere: ma comunque, anche nelle ricerche posteriori 
ad essa dedicate, fra cui dovremo segnalare un’ importante Memoria di 
Sylvester, domina sempre |’ indirizzo formale, mentre la presente trattazione 
trae dalla concezione geometrica metodi e problemi, seguendo le esigenze 
naturali del suo sviluppo. Se le conclusioni a cui giunge sono in parte 
note, non altrettanto credo si possa dire dei nuovi ed espressivi significati 
ch’ esse vengono ad acquistare, attraverso i quali si rivela spesso la pit 
semplice e naturale ambientazione delle questioni trattate. 

Non é pero da credersi che quanto si é ora detto sia affatto immune 
da eccezioni. Cosi ad esempio, mentre i metodi geometrici si prestano. 
con singolare potenza, alla deduzione delle espressioni razionali dei co- 
varianti mediante un numero finito tra essi, note sotto il nome di rap- 
presentazioni tipiche, al contrario il problema delle espressioni razionali 
intere, cioé, secondo la denominazione d’ uso, dei sistemi completi, sembra. 
forse per la sua natura pit strettamente aritmetica, richiedere |’ impiego 
di mezzi pitti poderosi, i quali é¢ da ritenersi riporterebbero nella scia 
Hilbertiana. EZ quantunque il problema di costruire tutti i covarianti 
d’ una forma, possa affrontarsi con successo per diverse vie geometriche. 
sta ad avvalorare la predetta previsione il fatto ch’ esse conducono sempre. 


*) La curva razionale normale ed i suoi gruppi proiettivi. {Math. Ann. 89 
pp. 272—297.| Questo lavoro verra nel seguito brevemente indicato con C. 

‘) Il teorema di Faa di Bruno (vedi pit avanti la citazione precisa) ¢ del 1880: 
posteriore dunque alle celebri Memoirs upon yuantics di Cayley e alle principali 
ricerche di Clebsch e Gordan. 

*) Nonostante |’ impulso che ad essa poteva venire dal teorema (dimostrato da 
Roberts nel 1851) che un covariante é pienamente caratterizzato dal suo termine 
principale, il quale é contenuto in quello di Faa di Bruno. 
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sia pur sotto diverso aspetto, alle rappresentazioni tipiche: la cui teoria 
riceve da questa ricerca una perspicua illustrazione. 

Mi sia lecito, in materia ricca di cosi vasta bibliografia, talvolta di 
difficile consultazione, chiedere venia al lettore per le inevitabili lacune 
bibliografiche. 

Le seguenti opere, di citazione piii frequente, verranno nel seguito 
richiamate col solo nome dell’ autore: 

Faa di Bruno, Théorie des formes binaires. [Torino, Bocca, 1876.] 

Clebsch, Theorie der bindren algebraischen Formen. { Leipzig, Teubner, 


1872.) 


J 


Gordan (Kerschensteiner ), Vorlesungen tiber Invariantentheorie. {Leipzig, 
Teubner, 1885—87.] 


Sylvester, On subinvariants, 1. e. semi-invariants to binary quantics 
an unlimited order. [American Journal of Math. 5 (1882).] 
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Capitolo 1°. 
Fondamenti geometrici della teoria dei covarianti. 
§ 1. 
Covarianti e loro imagini geometriche. Teorema di Faa di Bruno. 


1. Conservando per la forma binaria f di partenza le notazioni del 
precedente lavoro (C, n° 1), denoteremo con 


= apf yim f \ ~m—t,t 
(1) @(a,a,...a,|\2,2,)= 92 = ” ) (doa, -.-4,) a" as 
i=0 
- m | \ 
xy P(a,a,...a,|x), 


0 pili semplicemente con ®, una forma invariantiva della f, con una 
serie di variabili, di grado 1 nei coefficienti a, e d’ ordine m nelle varia- 
bili: cioé un covariante se m > 0, un invariante se m= 0. Per sempli- 
cita parleremo in ogni caso di covarianti, salvo quando occorra rilevare 
esplicitamente la distinzione. 

Fissate le a;, cioé la forma f e quindi il G, relativo, l’ equazione 
®=0 nelle x,, x, rappresenta sulla retta r (0, se si vuole, su C”) un 
G,,- Esso é un covariante proiettivo del G,: vale a dire se si trasforma 
G, in G, mediante una proiettivita t di r, ed é f’ la forma corrispon- 
dente a G,, I’ equazione ® = 0, quando per le a, si pongano i coefficienti 
di f’ rappresenta il G,, trasformato di G,, mediante tr. Insomma I’ equa- 
zione ® = (0, in quanto dipende dalle a, definisce una costruzione del G,, 
a partire dal G,: e la covarianza esprime che questa costruzione ha 
carattere protettivo. 

Operando colla sostituzione (5) del n° 5 di C, cioé assumendo t= 2~! 
la covarianza di ® si esprime notoriamente coll’ identita (rispetto alle a 
e alle x) 


(2) D (997, +++ Py | 2%) = 6" D(a,a, ...a,| xf x5) 5), 

nella quale « é un intero, e 6 il determinante della sostituzione. Egua- 
gliando a zero il secondo membro si ha il gruppo G,, trasformato di G@,, 
mediante +, mentre eguagliando a zero il primo si ottiene lo stesso gruppo 
ma in quanto dedotto dal G,. Si badi che mentre la covarianza proiettiva 


del G,, esprime che tale é l’ eguazione = 0, la (2) da apparentemente 
qualcosa di pi in quanto precisa in 5“ il fattore inerente alla trasfor- 


5) In molti trattati questa formula si trova scritta collo scambio delle z colle <x’. 
Ma si badi che allora tale scambio ha luogo anche nella corrispondente sostituzione (5) 


di C, mentre per noi, come si vedra anche dal seguito, son pili convenienti le con- 
venzioni adottate. 
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mazione. Ma anche qui, come per gl’ invarianti (cfr.C, n° 5), si dimostra 
che la covarianza dell’ equazione ® = 0 porta di conseguenza la (2) *). 

2. Consideriamo ora nell’ equazione ® =) le a; come variabili, e le 
z,,%, come parametri. Fissate quest’ ultime, cioé un punto P di C", 


quell’ equazione rappresenta un’ ipersuperficie 4p di S 
1 


variabile con P in 
un sistema algebrico «', 1, che ha ovviamente |’ indice m, e che noi 
chiameremo imagine o sistema rappresentativo del covariante. Se m = () 
tutte le Ap coincidono in un’ unica ipersuperficie invariante per il gruppo 
totale J’. 

Mostriamo ora come una trasformazione J] di I che muti 7 in un 
altro punto @ di C” trasforma Ap in 4g. Basta, sempre riferendoci al 
n.° 5 di C, interpretare opportunamente la (2). Le z{, x; sono i parametri 


n? 


del punto Q, talché il 2° membro di (2) eguagliato a zero (e pensando 
come variabili le a;) rappresenta 4g: ed il primo membro si ottiene da ® 
ponendo al posto delle a; le y,, dunque eguagliandolo a zero si ha |’ equa- 
zione della trasformata di 4p mediante //. 

Sicché il sistema 4 é, nel suo complesso, invariante per il gruppo 
totale [ che vi subordina un gruppo isomorfo. Viceversa si prova facil- 
mente che ogni sistema algebrico co’, 4, invariante per I" (senza che lo 
siano i singoli elementi) é del tipo precedente e quindi imagine d’ un 
covariante di f. Difatti una ipersuperficie generica 4 di 4 sara mutata in 
sé da co® trasformazioni di I’, le quali formano pertanto un sottogruppo, 
che sara necessariamente uno dei Ip; onde 4 potra indicarsi con Ap as- 
sociandola a P. Sicché intanto il sistema 4 é razionale; e.di pid una 
trasformazione di I’ che muti P in Q deve mutare | elemento di 4 unito 
per I’p in quello unito per Ig, cioé 4p in 4g. Dopo cid basta scrivere 
|’ equazione di Ap mettendovi in evidenza i parametri z,,2z, di P, e si 
ottiene manifestamente un covariante, atteso il comportamente delle 4p 
di fronte alle operazioni di I’. 


Osservazione 1*. Se Q é un punto di C”, di parametri z,, z,, 
l equazione ®(a,a,...a,|2,2,)= 9 nella quale le x abbiano i predetti 
valori rappresenta il luogo dei punti P di S, imagini (nel senso del § 1 di C) 
di quei G, il cui gruppo covariante G,, contiene Q@. Vedremo come in 
casi speciali questa osservazione conduca facilmente a costruire le 4, 
relative a un covariante dato. 

Nel caso d’un invariante | equazione ®(a,a,...a,) = 0 determina 
sulla retta r una serie co"~! di G, (corrispondenti ai punti P di ® = 0) 
invariante per il gruppo proiettivo di r. L’ indice di questa serie, cioé il 


*) Cfr. Enriques-Chisini, Teoria geometrica delle equazioni { Bologna, Zanichelli 
1,n.° 13. —Capelli, Istituzioni di Analisi algebrica ‘Napoli, Pellerano, 1909], Cap. X XII, § 11. 


Geometria delle forme binarie. 170 


numero dei gruppi che passano per n —1 punti generici di r eguaglia il 
numero dei punti comuni a # = 0) e alla retta intersezione di n — 1 iper- 
piani osculatori generici di C (cfr. C, n° 2): sicché se questa retta puo 
considerarsi come generica rispetto a ®=(, quell’ indice eguaglia il 
grado | di ®. Approfondendo la cosa si vede che |’ unica eccezione é 
data dall’ ipersuperficie discriminante D, = 0, per cui I’ indice della serie 


corrispondente é 3g: giacché le rette sopra considerate toccano quell’ iper- 


superficie in ogni punto dove la incontrano. 


Osservazione 2*. I punti P corrispondenti ai G, per cui un dato 
covariante ® é identicamente nullo (cioé indeterminato il G,,) stanno 
nella intersezione delle m -+-1 ipersuperficie m;—0, cioé (cfr. col § 4 di 
questo Capitolo) costituiscono la varieta base del sistema lineare minimo 
contenente 4. Quella varieta base pud fornire un’ altra imagine geometrica 
del covariante (se ben non lo individui) utile in taluni problemi: p. es. in 
questioni d’ eguivalenza. Una tale interpretazione ricorre di frequente nel 
lavoro di Brusotti, citato alla nota *) di C. 

3. Ritorniamo a considerare il sistema delle 4p. Ognuna di esse é 
mutata in sé dal sottogruppo Jp relativo: dunque in particolare 4y é 
mutata in sé da 2 cioé é un seminvariante (C, n°7). L’ equazione di 4y 
si ha subito sostituendo in ®=0 al posto di z,, z, i parametri (1, 0) 
di U, dunque é y,= 0 cioé si ottiene eguagliando a zero il primo coeffi- 
ciente di ® che d’ ora in poi indicheremo semplicemente con @ cioé colla 
lettera minuscola corrispondente. 

Viceversa, dato un seminvariante ~, trasformando ~ = 0 mediante le 
operazioni di I" si ha subito un sistema oo’, 4 invariante e quindi un 
covariante ® di cui m (a meno d’ un fattore costante) é primo coefficiente. 
Giungiamo cosi al noto teorema (di Roberts): 

Un covariante é individuato dal suo primo coefficiente o termine 
principale (source, Quelle, Anfangsglied, Leitglied, leading term, diffe- 
renciant) ch’é un seminvariante. 

Ma si pudé dir subito assai di pii. L’ equazione di 4p si ottiene da 
quella di Jy, cioé da g = 0, applicando una qualunque delle trasforma- 
zioni di I’ che mutano U in P; e d’altra parte se nel 1° membro di 4; 
si mettono in evidenza i parametri di P (cioé le z,2,, ovvero, come a 
noi converra, la 2) si ha senz’ altro |’ espressione del covariante ®. 

Valendosi della proiettivita considerata in C al n°6, e ponendo nelle 
(9), (10) 2 al posto di &, possiamo dunque concludere coll’ importante 
teorema di Fad di Bruno‘): 

*) Faa di Bruno: Sur un théortme général dans la théorie des covariants (Comptes 
Rend. de |'Acad. des Sc. de Paris 90 (1880), pp. 1203—1205). Per altre citazioni vedi 
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L’ espressione di un covariante ® (nella variabile non omogenea x) st 
deduce da quella del suo termine principale y(a,a,...a,) sostituendo 
in questa al posto delle a; le forme lineari (nelle a;) 

n-i __ (n—4)! f(x). 


(3) a: - 


In virti di questo teorema la ricerca dei covarianti é ricondotta a 
quella dei seminvarianti relativi: e lo stesso dicasi per le relazioni tra 


covarianti. Ed invero se F(g,y,z,...)=0 @ una relazione fra sem- 
invarianti (identica nelle a;), la sostituzione indicata dal teorema la 
trasforma nella relazione F(®, ¥, X,...)= 0 tra i covarianti corrispon- 


denti: la reciproca é evidente. 


4. Dall’ interpretazione geometrica stabilita, e dal teorema del n.° prec. si 
possono rapidamente dedurre le proprieta pit elementari dei covarianti. 
Limitiamoci per brevita a due casi notevoli. 

In primo luogo ritroviamo, per una via rapida, le note equazioni 
difjerenziali a cui soddisfano i coefficienti p, d un covariante ®. Percid 
osserviamo anzitutto che due coefficienti di ® equidistanti dagli estremi 
si deducono uno dall’ altro collo scambio di a; in a,_;. E questa una 
conseguenza immediata delle (2), che se ne deduce ponendo z; = 2z,, 
x, = 2, ed osservando che per quella sostituzione (unimodulare) y,;(a) é 
eguale ad a,_;. *) 

Pertanto, dato che a norma del teorema di Faa di Bruno é 


(4) $= 9(a2,az-*,...,4,, a), 
sara anche 
(5) ® = ¢,, (a, 4,,-.-, a2, a®). 


Ma, posto provvisoriamente nella (5) aj in luogo di af, si ha 
rt y é\ (da; 
. 0 ‘ 
Fmt dzfeig i \0a5/4-9\ 42 /g<0 


e d’altra parte, siccome per z= 0 le aj riduconsi alle a; 


(8) % 


a Oa, 
il rapporto di F. Meyer II, C, b), y). — Non si pud in generale escludere che il pro- 
cedimento indicato non introduca un fattore costante, per guisa che il termine prin- 
cipale di ® non sia g ma kq: perd si vede subito che nel caso della (3) quel 
fattore é 1. 


| 


gy 


4 
é 


*) L’ omografia aj=a,_,; di S,, corrispondente alla 2'=1 scambia tra di loro 
su C” i punti U ed O. 
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ed inoltre 
(8) =) ta mine 
—— =|; = ta;_ sei=0), 
dz Jog \dt/eo °*-* 
per cui la (6) diviene 
n 
- Mi OPm 
(4) M Py = D804 5" 
i=1 
Con un procedimento analogo, partendo dall’ identita 
> (m) _ (d°o) 
7 \o/) Pm—-2 a (< ). a 
e tenendo conto della (7) si ricava 
bed a 
- 09m — 
(m —1)9,,-2 ps a ; 
t=1 


e cosi via via procedendo 
n 


—. 09m—a+ P ' 
D> ia,_, att (h=1,2,...,m+1), 
i=1 


(8) (m—h-+1)9,_, 
coll avvertenza, se h = m-+-1, di porre il primo membro eguale a zero. 
Altre m +-1 equazioni analoghe si ottengono scambiando a; in a,_; e 9; 
in Pn a”) 

L’ altro caso che vogliam trattare riguarda il noto teorema “wun in- 
variante d'un covariante é un invariante della forma” che stabiliremo 
per via geometrica. 

onsideriamo il covariante ® come una nuova forma, ed interpretiamo 
pertanto le g; come coordinate cmogenee di punto in un S,,. Poiché le 
gy; son funzioni delle a; resta cosi anche posta una corrispondenza tra lo 
S, e lo S,, dicendosi omologhi due punti P e Q quando il G,, corrispon- 
dente a Q é il gruppo covariante (secondo ®) del G, corrispondente a P. 
Variando P in S,,, il suo omologo Q descrivera in S,, una varieta algebrica 
V, che potra anche riempire tutto lo S,,; certamente essa é in S,, (rispetto 
al gruppo della relativa C”) una varietd invariante, in quanto imagine 
di tutti i G,, che posson essere gruppi covarianti, secondo @, di un G,,. 


*) Cfr. Faa di Bruno, n.° 109, pid compendiosamente Clebsch, pag. 316, Gordan, 
pag. 119. 

Nell’ occasione osserviamo che, siccome gy, é isobarica nella a;(C, n.° 8) e 
quindi lo é g,, dalle (8) risulta che le g, son tutte isobariche coi pesi in progres- 
sione aritmetica di differenza 1: e pertanto, detti pe Pi pesi di y, ym, ¢ P=p+m. 

Ma d’altronde, se 1 é il grado di gy e quindi di ogni ¢, si ha subito dallo 
scambio di a, con a,_,;, P=nl—p, e quindi, eliminando fra le due relazioni scritte 
una volta p e !’altra P si deducono le note relazioni tra ordine, grado e peso 
m=nl—2p, m=2 P—nl. 
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Se ora J (yy4,---P_) ® wn invariante di &, VP equazione J = 0 
rappresenta in S, (cioé nelle coordinate ~,) un’ ipersuperficie invariante W 
e in S, (eioé nelle coordinate a;) la figura corrispondente. Se W contiene 
V, la /=0 ¢ uw identita nelle a, (e da quindi un invariante identico 
per la f), se invece W taglia V, in una V._, (invariante) la figura cor- 
rispondente in S, ¢ un’ ipersuperficie invariante che rappresenta J come 
invariante di f/f. 

Suppongasi ad esempio che J sia il discriminante di ®. Quando 
1= due delle radici dell’ equazione ® — 0 coincidono, e quindi in S, 
equazione ] =( rappresenta il luogo dei punti tali che tra le m iper- 
superficie del sistema 4 passanti per essi havvi qualche coincidenza, cioé 
lV inviduppo del sistema 4. 

5. Accenniamo rapidamente a talune estensioni delle cose svolte. 
Se D(a,a,...a, 4,22: 9, Yg) © un covariante con due serie di variabilz 
cogredienti) e s’interpretano le x, y come parametri (di due punti P, 
Q della C") l equazione ® =) rappresenta un sistema 1, doppiamente 
injinito, @ ipersuperficie dello S,, la generica delle quali potra denotarsi 
con Ipg: in particolare le 4p, costituiscono entro J un sistema subordi- 
nato ce! dello stesso tipo di quelli relativi ai covarianti ordinari. Una 
I” che muti P in P’ e Q in Q’ trasforma Ipg in Ipg, 


e pertanto tutte le / posson generarsi applicando le trasformazioni di 


trasformazione d 


I’ ad una fra esse p. es. alla ly, la cul equazione si ottiene eguagliando 


zero il coefficiente di x" ys (m,u ordini di @ nelle x, y). Ricorrendo 


- 


a wna particolar trasformazione che muti la coppia UO nella coppia ge- 
nerica PQ, si trova un teorema analogo a quello di Faa di Bruno, ece. 

Considerazioni analoghe valgono per i covarianti con pit di due serie 
di variabili, coll’ avvertenza che se il loro numero supera tre non é¢ piu 
possibile deserivere |’ intero sistema ! trasformando una delle sue varicta 
mediante le operazioni di I*: quindi non basta pit un coefficiente per 
individuare il covariante, ece, 

Infine il passaggio ai sistemi di forme si compie con facilita, tenendo 
presenti le osservazioni di n.‘. 4, 9 di C. 


“ge 
§ 2. 


Covarianti conici e residui. Esempi. 


6. Tra le caratteristiche notevoli d’ un covariante ®, hanno natural- 
mente importanza predominante i suoi caratteri numerict: e anzitutto il 
grado | e lV ordine m. Quando occorra metterli in evidenza li ragchiu- 
deremo in una parentesi (/,m) che si serivera accanto al simbolo del 
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covariante, 0 si riferira ad esso nel discorso. Cosi ad esempio diremo 
che la forma f é (1, n).'°) 

Introduciamo ora un terzo carattere indipendente dai precedenti: il 
rango. Con tal nome indicheremo il numero intero r delle intersezioni 
variabili della ipersuperficie .1p relativa a ® con una retta generica uscente 
da P: di guisa che /—r sara la molteplicita di P per Ap. Poiché, come 
si vede subito, la Ap passa sempre per P in quanto é mutata in sé da 
Ip e questo trasforma un punto arbitrario di S, in punti prossimi quanto 
si vuole a P, cosi il rango é un numero intero minore di l. 

Siccome per la 4, le intersezioni predette si determinano ponendo in + le 


ty, @,,---,@, , proporzionali a numeri assegnati 4,,4,,...,4,—, 
nate d’una retta entro la stella U) e risolvendo rispetto ad a,, cosi il 
rango d un covariante eguaglia il grado del suo termine principale rispetto 
al coefficiente a, della forma f. 


{coordi- 


Quando oltre il grado e l’ ordine occorra mettere in rilievo anche il 
rango di un covariante, lo aggregheremo come terzo elemento al simbolo 
introdotto, scrivendo (1, m,r) in luogo «i (/. m). 

7. Riserbandoci di ritornare, in generale, sul rango nel prossimo para- 
grafo, esaminiamo qui un notevolissimo caso particolare, quello del raxgo zero. 
Allora la 4p ha un punto /-plo in P, e conseguentemente, la @p non 
contiene a,: insomma 4p é un cono. (on riferimento a questa proprieta 
| covarianti di rango zero, li diremo pit espressivamente covariant? conict. 

Seghiamo ora il cono g 0, cloé 4y con un S,_, non passante per 
(. che per ragioni di opportunita identificheremo collo spazio a, = 0 
opposto ad U nella piramide fondamentale. La sezione Ay: sara ancora 
un seminvariante in relazione alla C"~' proiezione di C" (cfr. C, n‘19, 23) 


; ; : 

onde generera un covariante ® delle forme d’ ordine a — 1: e viceversa, 
. ° . ; ° > ° ° 

dato un arbitrario covariante ® di queste forme, e costruita in a, = 0 


la relativa 1,--, proiettandola da U si ha in S, un cono Ay seminvariante, 
che a sua volta individua un covariante @ delle f,. Diremo che @ é la 
proiezione di ® daS,_, in S, ovvero che @' @ sezione di ® collo S, 

Poiché il termine principale ~ di non contiene a,, e si sega con 
a. 0, cosi p =O ¢ Pequazione tanto di ty quanto di dy’. vale a dire 
i due covarianti P, ® hanno lo stesso termine principale q: e viceversa 
se due covarianti #, ®’ relativi, uno a forme d’ ordine n, I altro a forme 
d’ ordine » — 1 hanno lo stesso termine principale, il primo é proiezione 
del secondo ?'). 


) Cfr. colle notazioni di Sylvester nel lavoro citatu. La coppia (1, m) si suol 
chiamare grado-ordine (degorder) del covariante 
‘) Insomma se una forma isobarica y (a) @,...d,.,) soddisfa all’ equazione 


Xo=0 relativa a forme d’ ordine n—1 soddisfa anche alla stessa equazione per 
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L’ identita dei termini principali porta |’ eguaglianza del relativo grado 
e peso: e quindi se m, m’ son gli ordini dei due covarianti, colle formule 
della nota *) si trova m’ = m — 1.**) 

Nulla pud dirsi a priori circa il rango di ®’: né é da escludersi che 
anche esso possa esser nullo, cioé che anche ®’ sia un covariante conico. 
In questo caso si pud segare con un S,_, (ad es. a, —=a,_, = 0) dedu- 


nd 
. ” . . . . 
cendone un covariante ® che ha lo stesso termine principale di ®’ e 
quindi di ®. Perché cid si verifichi é necessario e basta che quel termine 


principale non contenga né a, né a, cioé che p= 0 sia un S, — cono 


e 
avente per vertice la tangente a C” in U. 


In generale se g contiene soltanto a,,a,,...,4@,_, lado éunS,_, - 


n 1 


cono avente per vertice lo spazio wm, _, (C, n° 15): segando collo 8S, 


1 he? 
a, =@,_,=...=d,_,,, =0 se ne deduce un seminvariante relativo 
alla C"~" proiezione di C", rappresentato ancora dall’ equazione » = 0, 
e quindi un covariante ®”~” delle forme d’ ordine n —h: e come prece- 
dentemente si dira che ® é proiezione di ®"~” in S_, ed @ un covariante 


h-conico 0 conico d indice h. Fra i caratteri (l,m 


di @ e gli ana- 


. , . (in—A . . 
loghi (1, m’) di ©” corrono le relazioni 
(9) t=, m’=m—Al, 


che si deducono subito da quelle sopra stabilite per h = 1. Naturalmente 
ers pud proiettarsi in qualunque spazio superiore, e ® segarsi con tutti 
gli spazi intermedi fra S, ed S,_,. 

8. La possibilita di estendere con opportuni procedimenti algoritmici, 
un covariante ®’ relativo a forme d’ ordine n — 1, alle forme d’ ordine n 
e superiore, é ben nota ai cultori del calcolo simbolico, e giuoca oppor- 
tunamente in vari procedimenti classici?*). Se A é il simbolo di ©’ conte- 
nente le lettere a, b, c, ...: in numero di / (grado di ®’), basta moltiplicare 
A per i fattori lineari simbolici corrispondenti a quelle lettere, riferendo 
il nuovo simbolo Aa_b_c,... alle forme d’ ordine n. In virti del teorema 
fondamentale di Clebsch si ha cosi un covariante ® di quelle forme; ed 
il procedimento pud evidentemente ripetersi. Ora noi vogliamo far vedere 
che esso da |’ interpretazione simbolica dell’ operazione di proiezione per 


forme d’ ordine m e superiore, come risulta subito dalla struttura dell’ equazione 
stessa. Questa osservazione é il punto di partenza della citata Memoria di Sylvester, 
ma come vedremo i covarianti conici si eran gid presentati ai cultori del calcolo 
simboiico. Non mi risulta perd che ne sia stato segnalato il significato geometrico. 

**) Questa formula pud anche esser dimostrata senza fare appello alle relazioni 
fra ordine grado e peso, per una via numerativa abbastanza semplice, su cui per 
brevita sorvoliamo. 

*) Vedi p. es. Clebsch, Cap. VI e Cap. VII, § 85. 
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il che ci basterad mostrare che i due covarianti corrispondenti ai simboli 
predetti hanno lo stesso termine principale 

Per calcolare il termine principale di @' poniamo anzitutto «,=1, 
r,== 0, cioé nel simbolo A lasciamo inalterati i fattori-parentesi di 
tipo (a b) e al posto dei fattori di tipo a” =(d, 0, — 4, t, * sostituiamo a’. 


Sviluppando i] simbolo, otterremo un aggregato di termini del tipo 
Tad bes —I—j pj mink ok 
10) a ae Me ot... 


(si ricordi che #’ é relativo a forme d' ordine » —1 e quindi nel suo 
simbolo ogni lettera comparisce precisamente » — 1 volte), la cui espres- 
sione effettiva mediante i coefficienti della forma ¢ 


11) a;4-a,... 


Se lo stesso calcolo si fa col simbolo di ® ognuno dei termini (10°) resta 
moltiplicato per a,b, ¢,... e quindi diviene 


of ah ah het" cf. 
nia i nuovi simboli son riferiti a forme d’ ordine », e quindi passando alle 
effettive espressioni si cade ancora sugli stessi termini (11), ¢.d.d. 
Ne consegue che la condizione affinché un covariante sia conico ¢ 
che ogni lettera del suo simbolo comparisca nel simbolo stesso anche in 
(almeno) un fattore lineare simbolico: sopprimendo quei fattori ciascuno 


una sola volta non si fa che eseguire la sezione (con un 8, del co- 


2 
variante considerato. 


“. Un altro importante procedimento che da modo di dedurre da 


ogni covariante d’una 7, un covariante delle /,, ha il suo fondamento 


nell’ osservare che come le proiezioni da (” sono operazioni seminvarianti 


cosi lo sono le seziont coll’ iperpiano fondamentale m (cfr. C, n° 15). 


Se quindi y(a,a,...a,) = ¢ uw ipersuperficie seminvariante di 


S_ relativa ad un covariante ®@(/, m) la sua sezione con » @ una V 


seminvariante. Ma v'é di pit: quella V,_, non é soltanto seminvariante 


oa 
in S, ma anche in / rispetto alla curva razionale normale E"~* (C, n° 17) 
ivi immersa e allo stesso punto U/: giacché il gruppo 2 (C, n° 7) di 8, 
subordina entro « un gruppo oo? che lascia fissa la E"~* (in quanto 2 
lascia fisso » e muta in sé la sviluppabile ¥,, che sega E”~'*) e il 
punto U, e quindi ¢ il gruppo Q* analogo di 2 in w. Pertanto la per 
predetta individua un covariante p* (1*,m™*) delle forme d’ ordine » —1. 
che noi chiameremo covariante (primo) residuo di ®. 

Quale sara il termine principale 4* di ®*? La sezione di g =) 
con (ay = 0) ha in quello spazio I equazione g (Va,a,...a,) =O, ma 
il primo membro di questa non ¢ 4 * perché in ~ le coordinate a,,a,.....4,, 
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non hanno, rispetto ad E*~', lo stesso significato che le erry 8 
hanno rispetto a C” e alle forme af. Per raggiungere lo scopo, bisogna, 
come sappiamo (C, n° 17) introdurre in w le coordinate proprie, cioé al 
posto di a; porre ¢b;_,: sieché scrivendo ancora a al posto di } possiamo 
enunciare il teorema 


Se p(a,a,...a@,) @ un seminvariante delle forme d ordine n, la 
funztone 


) 


(12) y* = (0, a, 2a,,...,na 


n-1 

é un seminvariante delle forme d ordine n — 1.**) 
8’ intende che ~* potra anche essere identicamente nullo, e cid accade 

allora e soltanto che  é divisibile per a,, cioé ® é divisibile per f. 
Nei riguardi dei carratteri si ha evidentemente 1* —1, ed inoltre, 

detti p e p* ipesi dime p*, con un facile caleolo p* = p — 1: e quindi 

dalle solite formule si deduce 

(13) m* = m-+l. 


Cogliamo !’ occasione dalle precedenti considerazioni, per inserire un’ osserva- 
zione espressiva. Sia ®* un covariante delle forme d’ordine n—1 e 
— (aa, ...a,_,) il relativo seminvariante: se si denotano con },, b,,...,5,_; 
le coordinate proprie di w, e, al solito, con a,,a,,...,a@, quelle di S, 
allora le due equazioni 


y(b,6,...b,.,)=0, pla a,...a,_,)=9, 


a 
rappresentano, la prima |’ ipersuperficie seminvariante relativa a ®* entro 
@, la seconda il cono seminvariante che, in S,, corrisponde al covariante 
protezione di ®*. Poiché la prima equazione, scritta in coordinate di S, 
(valendosi della posizione a; =i b,_,) si trasforma nella seconda riponendo 


- % a . . . . 
a,, al posto di +, e cid equivale a trasformare la prima ipersuperficie 


mediante |’ inversa dell’ omografia fondamentale M (C, n° 18) cosi possiamo 
concludere che: 


Dato un covariante ®* delle forme d@ ordine n —1, se ne costruisca 
P imagine geometrica in w rispetto alla E"~*. Trasformando il seminva- 
riante relativo mediante T inversa dell’ omografia fondamentale M, si ottiene 
in S, il seminvariante conico corrispondente al covariante protezione di D*. 

**) Anche questa proprieta pud dimostrarsi per via formale, mostrando che 
Y ipotesi Xp =O trae di conseguenza Xy*=0 (il 1° simbolo X @ relativo a forme 
d’ ordine n, il secondo a forme d’ ordine n—1). Cfr. Sylvester, § 1, pag. 81. La 
denominazione di residuo é impiegata dal predetto A, per la funzione ¢ (0 a, a, ... dn) 
cenza eseguire il passaggio alle coordinate proprie. 
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10. Non sempre un covariante ®* delle forme d’ ordine n — 1 pud 
considerarsi come residuo d’un covariante ® delle forme d’ordine n. Per 
convincersene basta osservare che in virti della (13) una condizione 
necessaria 6 m* >I1*, e che essa non é quindi soddisfatta tutte le volte 
che m* <1” per esempio se ®* @ un invariante (m= 0). 

La ricerca di condizioni necessarie e sufficienti sembra esser difficile, 
giacché forse tali condizioni, di natura aritmetica, non sono suscettibili 
d’ un’ enunciazione generale interpretabile geometricamente. L’ importanza 
di questo problema, che noi lascieremo in sospeso, pud intravedersi attra- 
verso alle osservazioni seguenti: 

Siano anzitutto ® e WY due covarianti delle forme d’ ordine n, che 
abbiano lo stesso residuo ®* (e quindi lo stesso grado 1). Si avra a meno 
d’ un fattore constante che includeremo in Y, 

(0a, a,...@,) = y(Oa,a,...a,), 
e quindi la differenza g — yw risultera divisibile per a,. Posto dunque 
yp =wy-+a,z avremo anche (n° 3) O= +f X, X essendo un covariante 
di grado |—1. 

Cid premesso supponiamo che per i covarianti delle f,_, i quali son 
residui di covarianti delle f, esista una base 0 sistema completo, vale a 
dire che quei covarianti si esprimano in funzione razionale intera a coef- 
ficienti costanti di « tra essi A;, A,,...,A,, i quali saran residui di certi 
covarianti A,, A,,..., A, delle f,.*°) Se ® é un arbitrario covariante di 
queste forme, e ®* il suo residuo, per I’ ipotesi ammessa si avra 


}* — §(A*A;...A;), 


# essendo simbolo di funzione razionale intera, e quindi i due covarianti 
® e #(A, A,...A,) avranno lo stesso residuo, giacché, per la stessa defi- 
nizione del n°, il residuo di #(A,A,...A,) & @(A; A, ...A,). Sard 
dunque, in forza dell’ osservazione premessa 


® = 9(A, A,...A,) + fX, 


X essendo un covariante di grado /— 1. Applicando ad esso il medesimo 
procedimento, e cosi seguitando, si giungera in definitiva ad esprimere ® 
mediante f, A,, A,,..., A, @ si sara quindi costruito il sistema completo 
relativo ai covarianti delle f.,. 

Da cid risulta che |’ esistenza d’ un sistema completo per le f, pud 
stabilirsi per induzione quando, ammessala per le f,_,, si riesca a dedurne 
lesistenza d’un sistema completo per i covarianti residui. Questa de- 


1%) Intendiamo che A, sia uno (scelto arbitrariamente) tra i covarianti che 
banno per residuo Aj. 


13* 
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duzione dovrebbe esser favorita dalla conoscenza delle incognite condizioni 
di cui sopra si parla. 


11. Tratteniamoci ora su alcuni esempi, in parte semplici e noti, ma 
utili per l’ aiuto che porgono all’ intuizione geometrica e per la risoluzione 
di talune questioni generali, alle quali é opportuno spianare la via fin d’ ora. 

Il covariante pili semplice é evidentemente la forma stessa f, az 
di caratteri (1,,0). Il sistema delle 4p é af = (2x parametro) cioé 
(C, n° 16) A,, vale a dire il sistema degl’ iperpiani osculatori a C”, ed 
il seminvariante corrispondente é a, (I iperpiano ). 

Vediamo ora cosa si pud dire dei covarianti quadratici cioé di 2° 
grado nelle a,. 

Anzitutto per n pari ci sono gl’ invarianti Q, (C, n° 10) di caratteri 


(2,0,1) poi per m qualunque le proiezioni Q,""” di quegl’ invarianti re- 
lativi a forme di ordine inferiore h (pari)**). Questi covarianti (se h < n) 
sono tutti conici (d’ indice n — h) ed hanno (n° 7 formula ({)) i caratteri 
(2,2n — 2h, 0): i relativi seminvarianti sono i g,=(ab)" di C,n° 10. 

In particolare se h = 2, si ha g, — g, = a,a, — a7, cioé quel semin- 
variante (2, 2n—4,0) @ hessiano (C, n° 16) ed il cono relativo si 
ottiene proiettando la C" dallo spazio osculatore w,.;. Mostriamo che 
questo cono é la 4, relativa al covariante hessiano definito come al n° 2% 
per il tramite del gruppo hessiano di un G,. Difatti se D é un punto 
generico di C", yer costruire 4p bastera, a norma dell’ Oss. 1* del n° 2 
considerare tutti i punti P di S, imagini di G, il cui gruppo hessiano 
contiene D, e quindi, riferendosi all’ enunciato del n° 23, tener fermo il 
contatto n —2-plo dello S,_. e far variare |’ incontro semplice: allora 
tutti i punti P degli cc' S,_. cosi ottenuti riempiono 4p. Non occorre 
dir di pid per raccogliere la conclusione voluta. 


Se invece si tien fisso l’ incontro semplice Q si ottiene la 4, relativa 
allo steineriano: essa é dunque il cono degli co’ S,_. che da Q proiettano 
gli S,_, osculatori di ©", cioé la proiezione della =,_, osculatrice (iper- 
superficie discriminante; ©, n° 3) d’una C"* proiezione di C" da Q su 
di un S,-,. Tanto basta per concluderne che lo steineriano delle f,, é la 
protezione del discriminante delle f,.,, e quindi, in virti delle solite 
formule, ha i caratteri (2n — 4,2n — 4,0). 

Dimostreremo pit avanti (§ 4) che, oltre ai menzionati, non esistono 
altri covarianti quadratici: limitiamoci per ora a provare che per n dispari 
non ci sono invarianti quadratici. 

") Dora in poi I indice superiore del simbolo d’ un covariante indichera la 
sua coniciti, | indice inferiore la dimensione dello spazio a cui appartiene il covariante 
{non conico) di cui quello dato ¢ proiezione. 


va 


no 
ari 


nte 
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Ed invero se Q (2,0) fosse un tale invariante relativo a forme 
d’ ordine n dispari, lo spazio m dovrebbe toccare Q in U giacché l’iperpiano 
tangente a Q in U essendo seminvariante non pud esser distinto da or. 
Sicché la sezione di Q con @ sarebbe un cono, e quindi sarebbe conico 
il covariante residuo Q* che, per la (13) ha i caratteri (2,2); ma allora 
per sezione se ne dedurrebbe un nuovo covariante Q(2,0) cioé un in- 
variante delle /,.., e cosi procedendo si finirebbe col trovare per n = 3 
una quadrica invariante, mentre, come sappiamo ((', n° 11) non esistono 
in quel caso superficie invarianti, oltre la D,. 


Si trova invece, come del resto é ben noto, che tutte le forme d’ ordine 
dispart possiedono un invariante di quarto grado. L,’ ipersuperficie relativa 
é Pinviluppo dei coni quadrici che costituiscono le 4, del 1° covariante 
quadratico Q;. 1(22), cioé (n° 4) quell’ invariante é il discriminante del 
covariante predetto. 

12. Veniamo ora a considerare una importante classe di covarianti, 
i cul seminvarianti son suscettibili d’ una generazione proiettiva che verra 
pia tardi generalizzata. Consideriamo percié in S, i due sistemi fonda- 
mentalt seminvariantt (C, n° 16) A,, .1, (¢,k ion, t+k) che, come 
sappiamo, son rappresentati dalle equazioni nelle a; (x parametro) 


(14) ai —0, at = 0. 


Pensando come omologhi due iperpiani dei due sistemi, corrispondenti allo 
stesso valore di x, si ha una corrispondenza proiettiva seminvariante 
(perché una trasformazione di 2 che muti, sulla C”, P in Q trasforma 
i-due iperpiani associati a P in quelli associati a Q), e quindi risulta 
tale anche I’ ipersuperficie generata dall’ intersezione degl’ iperpiani corri- 
spondenti, la cui equazione si ottiene eliminando x fra le (14) cioé 
eguagliandone a zero il risultante. 

Si vede subito, valendosi p. es. del metodo dialitico, che quel risul- 
tante é divisibile per a,, ma cid risulta anche dall’ osservare che |’ iperpiano 
a, = 0 il quale appartiene ai due sistemi (per x = oo) é un élemento unito 
nella corrispondenza considerata. Sopprimendo quel fattore restera pertanto 
un seminvariante che noi indicheremo con g;,, di cui ha interesse esaminare 
qualche proprieta, specialmente in un caso particolare. 

Anzitutto per noti teoremi, il grado di g,, é i+ k—1 ed il peso 
tk; pertanto G;,'*) ha it caratteri (i+ k—1, n(i+k—1)—2¢k): 
inoltre G;, @ sempre conico quando i due indici ¢,k sono entrambi 
minori di nm perché nel primo membro di g;, mancano le a con indice 


**) Il covariante G,, 8’ intende relativo a forme d’ ordine n maggiore o eguale 


adie k. 
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maggiore del pii grande fra i due numeri i,k. Evidentemente poi a 
meno di fattori costanti G,, = G,,. 

Il seminvariante g;;, é il discriminante di aj, sicché, se i < n, 
G, ,_, @ la proiezione del discriminante delle f,, in particolareG,_, ,,_. 
é lo steineriano: se i=n, G, ,,_, ¢ naturalmente il discriminante. 

Esaminiamo ora pit accuratamente il caso, assai importante per il 
seguito, in cui uno dei due indici di g,, é eguale ad 1; per semplicita di 
notazioni porremo g,, = g,;= 4g; Tiservandoci di precisare in g, anche il 
fattore costante. 


Per avere |’ espressione di g; bisogna eliminare x tra az e ag = a)x+-a,, 


. . . ' ° a ° . . ° 
cioé porre in az al posto diz, — -* e poi ridurre a forma intera, o meglio, 
: a 


indicando con f;(2,2,) la az scritta nelle variabili omogenee porre in essa 
«,=—4,, %,=a,. Tenendo conto della soppressione del fattore a, 
avremo dunque 
‘ 
Bs iy \h(t\ h-1_ i-h 
a, f;(— @,, a) (—1) 4 (—1) \h ay a, a> 
: h=0 


restando cosi fissato in g, anche il fattore costante. 


(15 i= 


Indicando con G, il covariante corrispondente a g; relativo a forme 
d’ ordine n >i**) dalle osservazioni precedenti e dalle (15) deduciamo 
subito che: 

Il covariante G, ha i caratteri [i,(n — 2)é] ed & n — é-conico. 


Il rango di G, é dunque zero, salvo se i=, nel qual caso, come 
risulta dalla (15) esso é 1. Inoltre [Pipersuperficie g;=0 in S; é ca- 
ratterizzata dalle propriela seguenti: 

1. E dordine i ed ha come spazio (i —1)-plo lo S,_, osculatore 
a C’ in U(o,_,); 


2. Passa per la C* toccandone in ogni punto lo 8;_, osculatore. 


Che la g,; = 0 verifichi tali condizioni si deduce facilmente dalle (15): 
meno semplice é mostrare ch’ esse son caratteristiche, cioé la individuano. 
Tuttavia |’ impostazione del procedimento é elementare, e il suo sviluppo 
domanda solo qualche virtuosismo analitico, che ci permettiamo di rimettere 
all’ abilitaé del lettore. 

In particolare le (15) danno g,=a,a, — a}, talché g, é il seminvariante 
hessiano (discriminante di az): e quanto a g, = 2a} — 3a,a,a, + aja,, 
dimostreremo al paragrafo seguente (e del resto é sostanzialmente noto) 

**) Sarebbe pid in armonia colle notazioni introdotte al n°7 usare del simbolo 
G;"~* ma qui per semplicita ometteremo I’ indice di conicita (n—i). Vedremo che 
cié non produrra equivoci. 
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che G,, per qualunque n, é lo jacobiano di f,= az e dell’ hessiano 
¢.=q@. 


Particolarizziamo gli esempi addotti, riferendoli alle forme dei primi 
ordine. 

Forme quadratiche. Conosciamo un invariante: il guadratico-hessiano 
Q, = G, = D,(2,0,1) e un covariante, la forma f,(1, 2,0). 

Forme cubiche. Un imvariante: il discriminante D,(4,0,2)**) e 
tre covarianti: la forma f,(1,3,0), Phessiano G, = Q, (2,2, 0) e il 
G, (3, 3, 0). 

Forme biquadratiche. Due invarianti: il guadratico Q, =7(2, 0,1) 
e il cubico 7(3,0,1)%°) e quattro covarianti: la forma f,(1, 4,0), 
U hessiano G, = Q, (2,4, 0), il G@,(3, 6, 0) e il G,(4, 8, 1). 

Di tutti questi covarianti conosciamo il significato geometrico: crediamo 
di poterci dispensare da altre interpretazioni notissime, che del resto si 
collegherebbero alle nostre**). 

13. Diamo infine qualche esempio semplice di residus. 

Incominciamo dal discriminante D,. La relativa p=0 é la 2_, 
degli S,_, osculatori di C” (C, n° 3): segandola con @ si ottiene I’ iper- 
superficie analoga relativa ad EZ” * pid lo spazio w,_, (a, =a,=0) che 
dentro w é l’iperpiano fondamentale, contato un certo numero di volte 
che si vede subito esser 2, badando al grado di D,. Ne segue che il 
covariante residuo di Dy é fg_;Da-1- 


oe te ; . in—h) / 

Consideriamo ora un covariante quadratico Q,""" (2,2n—2h). Il 
suo residuo é evidentemente ancora un covariante quadratico, che per la 
(13) ha i caratteri (2,2n—2h-+2) cioé [2,2(n—1)—2(h—2)l e 


quindi (ammesso quanto si é affermato alla fine del n° 11 e verra di- 
mostrato al § 4 di questo Cap.) coincide con os: ie particolare se 
h =2 il simbolo Q§~* deve sostituirsi con f,_, giacché i caratteri di quel 
covariante sono (2,2n—2) e quindi il relativo seminvariante ha peso 
zero, cioé & una potenza di a,: dunque il covariante residuo dell’ hessiano 
é fa-,;, come si vede anche direttamente. 


1) Si vede subito che il rango di D, én—1. Difatti una retta generica uscente 
da U incontra, fuori di U, x —1 S,_, osculatori di C® (classe della C"~? proiezione). 

20) Che il rango di j sia 1, risulta subito dall’ osservare che una retta generica 
uscente da U incontra fuori di U una sola corda di C*. Per persuadersene basta 
proiettare in S,. 

**) I covarignti menzionati, escluso G, ch’ é superfiluo, danno com’ é ben noto i 
sistemi completi, per le forme d’ ordine 2,3,4. Riservandoci di tornare sulla questione, 
avvertiamo che, colle notazioni di Clebsch i covarianti considerati (escluso G,) sono 
f, D (forme quadratiche); R, f, 4, Q (forme cubiche); i,j, f, H, T (forme biquadratiche). 
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Se infine nella (15) poniamo a,= 0, rimane, a meno d’ un fattore 
costante, aj, cioé, in coordinate proprie di ™, bi, e pertanto il covariante 
residuo di G; é f,-,: beninteso prescindendo come sempre da fattori co- 
stanti ‘cfr. la nota ™) di C 


$ 3. 
I seminvarianti come funzioni della variabile a,. Covarianti polari. 


14. Sia, al solito, ® un covariante di rango r d’ una f,, © il relativo 
seminvariante, 
Poiché r é il grado di gw rispetto ad a, (n° 6) cosi w ordinato secondo 
le potenze di a, potra scriversi 
‘ ‘ r oe r-1 . 
16 q Ag Qn + A, Ay cal Ar, 
dove le 4 son funzioni di a,,a,,..., 4, .,- Se fissiamo una retta s uscente 


da U, cioé i rapporti delle a,,a,,...,@, ,, € quindi quelli delle 4, allora 


lequazione g = 0 nell’ incognita a, serve a determinare sulla retta s il 
gruppo G, segatovi. fuori di U, da g=0. Anzi se fissiamo il fattore di 
proporzionalita delle a;, assumendo per esempio a, = 1 (con che a,,a,,..., a, 
divengono coordinate non omogenee di S,) la a, potra considerarsi su s 
come coordinata non omogenea (il punto U corrispondendo ad a, = oo) e la 
4 come la forma, nella variabile non omogenea a,, corrispondente al G,. **) 

Siano ora 7,,@»,---,P, Seminvarianti, di ranghi rispettivi r,,r,,-..,7), 
che individuino sulla s i gruppi G,,, G,,, ..., G,,: e@ sia G un gruppo di 
punti della s, definito da determinate relazioni proiettive coi G,, cioé un 
gruppo covariante (proiettivo) dei G,, stessi. Al variare di s intorno ad 
(’, G desecrivera un’ ipersuperficie y= 0, che, come vedremo con facilita, 
porge un nuovo seminvariante di f,. 

Ed invero se s’ é un’altra posizione di s, G,, i gruppi ivi individuati 
dai gy, eG’ il gruppo, costruito come @ a partire dai G;,, una proiettivita 
di 2 che muti s in s’ e quindi (per la seminvarianza dei 9;) Gr, nel 
corrispondente G, deve mutare G in G’ atteso il carattere proiettivo delle 
relazioni che definiscono @ a partire dai G,. Ne segue che tutte le ope- 
razioni di 2 mutano y= 0 in se stessa, cioé che wy é un seminvariante. 

Poiché, sopra una particolare s, il gruppo G@ si individua annullando 
un covariante simultaneo delle q, scritte sotto la forma (16), cosi facendo 
variare s cioé a, a,,...,@,_, entro alle 4, quel covariante dara senz’ altro 
la y. Giungiamo cosi al teorema: 


**) La lieve improprieta di linguaggio imerente all’ impiego della parola forma 
auche per polinomi non omogenei, é ben giustificata dall’ uso, e dalla sua convenienza 
per gli sviluppi ed enunciati successivi. 


a 
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Dati h seminvariantt 9, %.,---, 9%, Tuna f,, st considerino come 
forme nella variabile non omogenea a,. Allora qualunque covariante 


simultaneo di quelle forme é@ un nuovo seminvariante di f.,.**) 


15. Possiamo fare ancora un passo avanti, aggregando ai gruppi G,, 


predetti 71 punto U (a, == oc) giacché attesa I’ invarianza di U per 2, il 

ragionamento precedente é@ valido anche se il gruppo G é un covariante 
" — 2} . ; ’ y y 0 j ‘ 

proiettivo dei gruppi G,,, G,,, ..., @,,, U. Cid equivale ad aggregare alle 


forme di cui si parla nell’ enunciato, la forma lineare particolare 0-a, +-1 
che, su s, ha per radice il punto U: sicché possiamo concludere che: Jl 
teorema precedente vale anche se alle p,, 9. ---, %;, 8t aggrega una forma 
lineare a,--, purché nell espressione del covariante simultaneo st 
ponga pt A4=0, u=l1. 

Il risultato é valido anche se invece d’un covariante si considera un 
invariante simultaneo: pero il ragionamento precedente dev’ essere oppor- 
tunamente modificato. Un tale invariante y é funzione solo delle 4; cioé 
di @,@,,---,@, ,: il suo annullarsi vincola i gruppi Gy, mediante una 
relazione di carattere proiettivo. Adunque |’ equazione y = 0 rappresenta 
il cono delle particolari rette s uscenti da U sulle quali i gruppi G, 
segati dalle m,;—0 soddisfano alla relazione proiettiva espressa dall’ an- 
nullarsi di quell’ invariante. Tanto basta per concludere che wy @ un 
seminvariante (conico). 

16. Ha notevole importanza un caso particolare del teorema predetto 
che esamineremo pit dettagliatamente. Se ~ é un seminvariante (di rango r) 
relativo al covariante ®, un gruppo covariante simultaneo del G, segato 
da g~=( su s e del punto U, é il gruppo polare di U rispetto a G, 
jacobiano della q e della forma lineare ()-a, -}-1): al variare di s intorno 
ad U quel gruppo descrive I ipersuperficie (prima) polare di U rispetto 
a g=0. L’ equazione di essa é — ==), sieché, come del resto si verifica 

n 


. . . ‘ . C@ . . ‘ 
ricorrendo all’ equazione differenziale fondamentale, — é un seminvariante**). 
5 


u 


Il covariante relativo si chiamera covariante (primo) polare di ® e verra 
indicato con D@®, D essendo pertanto un simbolo operativo che, riferito 


° ° . oe 
al seminvariante, equivale a —- 
n 


Possiamo procurarci subito |’ espressione di D®: basta trasportare le 
nostre considerazioni dal punto U al punto generico P di C” di parametri 
x,,2,- Poiché VY operazione di polare é proiettivamente invariantiva, e in 
particolare lo é per le trasformazioni di 2 che mutano U in P, cosi la 4p 

*8) Cfr. Sylvester, p. 82 —83. 

*) Cfr. Sylvester, p. 82. 
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relativa a D®@® sara la prima polare di P rispetto alla 4p relativa a ®, 
cioé rispetto a ®(a,a,...a,|2,x,) (x,x, parametri). Tenendo presenti 
le espressioni delle coordinate di P in funzione di z,, xz, (che son date 
dalla seconda delle (2) al n° 1 di C, ponendovi le z al posto delle 4) 
otteniamo cosi subito 


(17) D@= ¥(-1)' oe at e2. 
4 =_* ea; 


Di qui intanto discende che se (/, m,r) sono i caratteri di ®, quelli 
di D© sono (l1—1, m+n, r—1) a meno che non sia r= 0 cioé che ® 
sia un covariante conico nel qual caso il suo polare é identicamente nullo, 
perché lo é a ‘ 


" 

Poiché i] simbolo D riferito ai seminvarianti equivale ad una derivazione, 
cosi tenuto conto che, a norma del teorema di Faa di Bruno, le relazioni fra 
seminvarianti corrispondono a relazioni formalmente identiche tra covarianti, 
si conclude che il simbolo D applicato ad un’ espressione (razionale intera ) 
formata da covarianti gode delle stesse proprieta e sottosta a regole ana- 
loghe a quelle della derivazione, purché i covarianti conici si considerino 
alla stregua delle costanti in quanto son caratterizzati dall’ avere il co- 
variante polare identicamente nullo. Ne consegue p. es. che se due co- 
varianti hanno lo stesso polare la loro differenza é un covariante conico*”), 
e quindi che se é dato D®=Y, il covariante = D™*¥, ove esista, 
é determinato a meno dell’ aggiunta d’un covariante conico dello stesso 
grado-ordine**). 

L’ operazione D pud, com’é ben naturale, effettuarsi successivamente 
pit volte, p. es. h volte; il risultato D'® si dira covariante polare h-esimo 
di ®: esso é identicamente nullo se h>r ed é conico se h=r. In 
quest’ ultimo caso il seminvariante relativo non é altro che il primo 
coefficiente 4, della (16), che eguagliato a zero rappresenta il cono tan- 
gente a p= 0 in U.*) 


5) Tenuto, s’ intende, opportuno conto dei fattori costanti, dai quali noi sempre 
prescindiamo: sicché quando p.es. diciamo che ® e ¥ hanno lo stesso polare, inten- 
diamo che valga I’ identita D&@= DY a meno di fattori costanti. 

**) Supponiamo noto il teorema: Se ® e ¥ sono due covarianti dello stesso 
grado-ordine, anche ®+4¥ @ un covariante. Esso pudé stabilirsi per via geometrica 
imitando il ragionamento del n° 13 di C. Le trasformazioni di 2 che lascian fissa 
¢ +Aiw=0 devono formare in 2 un sottogruppo invariante contenente il gruppo iso- 
barico, dunque 2 stesso, ecc. 

*”) L’ operatore D* s’ incontra nella teoria delle forme sotto il nome di evettante 
datogli da Cayley (cfr. Fad di Bruno, n° 122, Gordan pag. 127): la nostra denomina- 
zione ci sembra perd pid appropriata, nell’ ordine di idee del presente lavoro, visto 
il significato geometrico di quell’ operatore. [1 coefficiente 4, della pid alta potenza 
di a, nella (16) é chiamato da Sylvester germe (germ) del covariante. 
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17. Vediamo subito qualche applicazione. Anzitutto osserviamo che, 
come segue dalle relazioni fra ordine, grado e peso, si ha sempre m < nl 
il segno = valendo solo se p=0, cioé quando il covariante é una po- 
tenza (/-sima) della forma. Nel caso di un covariante di rango r, appli- 
cando quella disuguaglianza al suo r-mo polare ch’é un covariante conico 
(l—r, m+ rn) si ricava la disuguaglianza pid espressiva m < n(l—2r). 

In particolare se r = 1 — 1 sara m < n(2—l) e quindi l=1, m= n, 
ovvero 1=2, m=O e quindi gli unici covarianti le cui Ap hanno un 
punto semplice in P sono la forma e gl’ invarianti quadratici Q,, (n pari). 
Il covariante polare di Q, avendo i caratteri (1,1) é la forma stessa, il 
che val quanto dire, come gid sapevamo, che |’ iperpiano tangente a Q, 
in U é o. 

Se poi 1=3 ed r>0, la disuguaglianza predetta da m <n, sicché 
i covarianti di terzo grado il cui ordine supera quello della forma sono 
tutti conici. 

Infine consideriamo il discriminante D, (2n — 2, 0,—1); il suo 
n—1° polare é un covariante conico di caratteri (n —1, n(n —1), 0), 
dunque, per quanto precede, la potenza n — 1* di f,. 

18. Lasciando al lettore la cura di esaminare altri casi semplici, 
rivolgiamoci allo studio d’un notevole problema, che si presenta in un 
punto importante della teoria (Cap. II, §3). Si tratta di determinare 
tutti ¢ covarianti ® delle f, che hanno come primo polare una potenza 
della forma, cioé tutti i seminvarianti @ per cui <x =a’, o infine di 


ricereare se e quando |’ operazione D~* inversa di D sia applicabile ad 
una potenza di f,, e quale ne sia il risultato**). 

Conosciamo gid dei covarianti che hanno il comportamento predetto: 
anzitutto, per mn pari |’ invariante quadratico Q, (n° prec.), poi per 
n qualunque il G, del n° 12, giacché, come risulta dalla (15) =~ =a. 
Ma qui intendiamo affrontare il problema in generale. P 

Sia u I’ esponente della minima potenza di f alla quale (per un dato n) 
é applicabile I’ operazione D~*, e dicasi © uno (particolare) fra i covarianti 
cosi ottenuti, tutti gli altri deducendosi da © mediante J’aggiunta di co- 
varianti conici dello stesso grado-ordine (se esistono) che adempiono allo 
stesso ufficio della costante d’ integrazione. Sara DO =f,’ e quindi, se 
h =>, tenendo conto che f, é un covariante conico 


DOf.-* = f*-"DO=f., 


°) Circa le condizioni sotto cui a un covariante pud applicarsi |’ operazione D~* 
(cioé quel covariante pud considerarsi come polare di un altro) rinviamo il lettore 
a quanto abbiam detto nei riguardi del problema d’ inversione relative ai residui, 
al n° 10. 
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sicché @f*~" ha come polare f". Ogni altro covariante ® tale che D® = f 
a n n 
risultera pertanto (n° 1t}) espresso da 


(18 poof "+X, 


n 

dove X @ un covariante conico dello stesso grado-ordine di -. La 
formula (18) riconduce il problema proposto a due altri, che concernono, 
in primo luogo la determinazione, per ogni n, del covariante (minimo) 0, 
e successivamente, per ogni mn ed ogni h > «, quella dei covarianti conici X. 
Noi ci limiteremo a risolvere il primo problema che in certo senso é il 
pit importante: |’ altro non é probabilmente suscettibile d’ una risoluzione 
semplice e generale *). 

Intanto per n pari pud porsi O=Q, e quindi « =1: mentre per 
n dispari non pud essere « =1 altrimenti O avrebbe i caratteri (2,0) e 
quindi sarebbe un invariante quadratico. Si é portati allora a chiedersi 
sé possa essere «= 2: in tal caso O dovra avere i caratteri (3, n) senza 
essere obbligato a soddisfare ad altre condizioni all’ infuori di quella di 
non essere conico: giacché il covariante polare d’un covariante (3, ) se 
non é identicamente nullo, ha i caratteri (2,2) e quindi é f,. 

Ora un covariante non conico (3, ) é per x disparsi > 1 lo jacobiano 
di f 


n 


e del primo covariante quadratico Q;-, (proiezione dell’ invariante 
Q,-,). Ed invero i valori dei suoi caratteri sono cvviamente i predetti, 
e la non-conicité risulta sia dall’ espressione simbolica che tra poco as- 
segneremo *°) sia dall’esame del relativo seminvariante. Se g,, y, sono i 
primi due coefficienti di Q,-, quel seminvariante é a,y,—a,9,: ora 
{, =(ab)"~* contiene le a, fino all’ indice n —1 e gy, contiene di pid 
anche a, come risulta dalla formula che esprime y, mediante ~, a norma 
del n° 4. 

Sicché per n dispari @ pud identificarsi col predetto jacobiano che 
denoteremo ancora con Q, (mn dispari). Né cid potra mai ingenerare equi- 
voci dato che quel simbolo ha un significato ben preciso a seconda della 
parita o disparita di n, mentre ci permettera una notevole concisione in 
certe formulazioni. I) seminvariante relativo s’ indichera beninteso con q,,. 

19. Se imaginiamo di riferire tutti i seminvarianti q,, g,, .---, 4, 
(che sono alternativamente di gradi 2 e 3) alle f,, i covarianti corrispon- 
denti, in base alle nostre notazioni (cfr. la nota **)) dovran denotarsi con 


*) Poiché gli X suno conici, il problema relativo riguarda in sostanza forme 
d’ ordine n—1 e quindi rispetto alle f, pud in certo modo considerarsi come un 
problema di rango inferiore. 

*) Per maggiori dettagli cfr. il n° 3 della mia Nota dell’ Ist. Lombardo citata 
nell’ introduzione di C. 
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i eter ee > Qn:_ pil avanti perd noi li indicheremo per 
maggiore ‘alae | oe # 

Tra i covarianti predetti si trovano anzitutto tutti i covarianti qua- 
dratict di f,, in corrispondenza ai valori pari dell’ indice inferiore. Invece 
se quell’ indice ¢ é dispari Q{"~" é@ la proiezione (in S,) di Q, cioé del 
determinante jacobiano di Qj_, e di /,: ma é interessante rilevare che 

‘*-® & a sua volta jacobiano di Q{";‘*” e di f 


,» eloé delle proiezioni 
in S, di Qj_; e di f,, sicché in breve (per i covarianti considerati) Ja 
protezione dello jacobiano coincide collo jacobiano delle proiezioni. 
Per trattare rapidamente la yuestione 1icorriamo al calcolo simbolico*! 
L’ espressione simbolica di Q;_, ¢ (ab)*~’ e quindi (n° 8) quella di Q/"7**" é 
i-1_ m-i+1 -i+1 
sya” 
Pertanto posto /,=c? abbiamo subito per lo jacobiano dei due covarianti 
|prescindendo da un_fattore 2n(n — i -++ 1)] I espressione 
—-1 n-it! -i j ~ itl pn 
( eb" as. "a Fe 2 bs | 
19) | 
| -1 n-1 | 
e4 i | 


| Cp ’ c 2 


i +1 _ wi 
=(ab)*"*(bc)ag*** bee? ', 


la quale, postovi n= 7 da anche il simbolo dello jacobiano di Qj_, e di 
f, sotto la forma 

(20) (ab)**(be) ages, 

ma il simbolo (1!)) si ottiene da (2) moltiplicandolo n — 7 volte per a, 
b.-c,, dunque (n° 8) il covariante corrispondente é@ protezione in 8S, di 


quello espresso dalla (20), ¢.d.d. 
In definitiva #1 gruppo det covarianti Q,, Q,,.... Q, risulta com- 


posto: 


a) Det covarianti quadratici. 
b) Det determinanit funzionali di essi e della forma f,. **) 


51) Questa dimostrazioncina simbolica che non ¢ in intima armonia coi pro- 
ositi del lavoro pud anche evitarsi sostituendola co] procedimento seguente: Si prova 
P 


(n—¢$1) ) 
t-1 


hanno identici non solo i primi, ma anche i secondi coefficienti (basta per questo 
applicare opportunamente le formule del n° 4), di guisa che |’ espressione a) 7, — @, 4 
é la stessa tanto se g,, m, son relativi a Q;_, quanto se invece si riferiscono a 
Qi," +1)- 

") Per i seminvarianti 4; Sylvester usa la denominazione di funzioni protomorfe 
© primarie (pag. 91) o anche quella di basic differentiants. Quest’ ultima si trova 
nella Nota On Clebsch's theory of the “einfachstes System assoziierter Formen™ and 


. . . *_* . . . . , 
anzitutto che due covarianti ywadratici proiezioni uno dell’ altro (come Q;_, ¢ Q 
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§ 4. 
Covarianti appartenenti ad un sistema lineare. 
Sistemi linearmente completi. Fasci seminvarianti. 


20. Nei paragrafi precedenti la sostituzione dei seminvarianti ai co- 
varianti ci ha quasi sempre dispensati dal considerare |’ imagine geometrica 
dei covarianti, quale fu stabilita al § 1, nella sua integrita. Le proprieta 
di cui vogliamo occuparci in questo paragrafo richiedono invece una tal 
considerazione, che naturalmente fa entrare in iscena il gruppo totale I" 
in luogo del sottogruppo 2. 

Accanto alla considerazione predetta star& quella dei sistemi lineari 
di ipersuperficie di S, uniti per le operazioni di I’, cioé dei sistemi lineari 
invartanti. 

Per vedere come posson collegarsi le due considerazioni prendiamo le 
mosse da un caso semplice ed espressivo. 

Sia ® un covariante (l,m) per cui conserviamo tutte le notazioni 
del §1. Il sistema lineare minimo L contenente il sistema algebrico co}, 4 
imagine di ®, é@, per la sua stessa definizione, invariante (in quanto lo 
é 4), e poiché l’ipersuperficie generica di 4 é (n°2) p™=0O (z para- 
metro), cosi quel sistema pnd anche definirsi come il sistema lineare 
minimo contenente le m-+-1 ipersuperficie y;= 0, e quindi la sua equa- 
zione potra scriversi 
(21) hg Po tA, Py t+ +s $A Pe = 9, 
non escludendosi che tra le m possano intercedere relazioni del tipo (21) 
identiche nelle a;, cioé che la dimensione d di LZ sia <m e quindi i 
parametri 4 sovrabbondanii. 

Pensiamo ora le ipersuperficie di L come elementi, o punti, di uno 
spazio lineare S,: alle particolari ipersuperficie di 4 corrisponderanno i 
punti di una curva C che chiameremo ancora imagine del covariante ®. 

La curva C é razionale, in quanto riferita biunivocamente a C” per 
il tramite delle 4p di 4; ed inoltre ha [ ordine m. Invero un S,_, di 
S, corrisponde ad un sistema lineare co*-' contenuto in L, cioé ad una 
relazione lineare tra i parametri 4 della (21): sostituendo ad essi i valori 
che hanno in corrispondenza alle 4p di 4, cioé i coefficienti delle ¢; in p™ | 
vale a dire ponendo le 4; proporzionali ad (™) 2™-* si ottiene un’ equa- 
zione di grado m in z, ecc, 


its generalization {Amer. Journ 1 (1878), pp. 118—124] in cui é esplicitamente rile- 


0q. 
vata, per uno scopo di cui parleremo a suo luogo, la proprieta a = dy 0 a} secondo 


che i é pari o dispari, che ci ha servito per definire i q;: 
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D’altronde il gruppo I" operando sugli elementi di ZL wv’ induce, 
cioé induce in S, — up gruppo G@ di proiettivitaé, anch’esso co*, in 
quanto é tale nei riguardi delle 4p di 4 (n.°2), cioé dei punti di C, 
Sulla C questo é adunque il gruppo totale, e pertanto non pud essere 
d<m altrimenti la g@ delle sezioni iperpiane di C sarebbe invariante, 
mentre cid é notariamente impossibile se g¢ non é completa. 

Sara dunque d = m; onde C é una C™ razionale normale e le m+ 1 
forme gp; sono linearmente indipendenti. Né entro al sistema L vi sono, 
oltre A, altri sistemi analoghi invarianti, giacché in S, I’ unica curva 
unita per le operazioni di G é la C™ (C, n° 11). 

Notiamo che, assodata |’ indipendenza delle gy; la predetta rappresen- 
tazione degli elementi di LZ coi punti di S,, pud ottenersi ponendo 
(22) ou; = 9; (¢ = 0,1,..., m), 
ed intendendosi che le wu; sian coordinate di iperpiano entro S,,; e poiché 
le ipersuperficie di 4 si ottengono vincolando le gy; mediante p™=0, 
cosi sostituendo al posto delle gy; le u;, vediamo che |’ equazione 


us” = 0, 


lineare nelle u;, rappresenta, al variare del parametro z, i punti di 0”; 


sicché se indichiamo con «@; le coordinate di punto in S,, le equazioni 
parametriche di C™ sono 


(23) gu, —(™)am-tai (§=0,1,..., m). 
Operando invece la rappresentazione duale, cioé riferendo proiettivamente 
gli elementi di L agl’iperpiani di S,, mediante le posizioni 

(24) On; = —; (§=0,1,..., m), 
l’ imagine del covariante ®, cioé del sistema 4 é |’ inviluppo di iperpiani 
(25) a” — (0, 

osculatori alla C™ 
(26) oa, =(—1)* af‘ 2} (¢ = 0,1,..., m). 
Ma dunque (C, n°1) lo S,, pud concepirsi come lo spazio rappresentativo 


delle forme d’ ordine m, ay =0, e la (25) da ivi il sistema A, = 5,-_; 
(C, n° 16). 


A suo tempo trarremo partito da questa osservazione, su cui per ora 
non insistiamo. 


21. L’ esempio del n.° precedente fa intravedere il legame che esiste 
fra i sistemi lineari invarianti ed i covarianti, cioé i sistemi algebrici che 
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li rappresentano in S|. Prima di iniziare un pit approfondito esame della 
questione introduciamo all uopo delle appropriate locuzioni. 

Diremo che un covariante ® appartiene ad un sistema lineare /n- 
variante L, se le ipersuperficie J, del relativo sistema 4 vi appartengono 
(totalmente), il che naturalmente implica che | ordine / degli elementi 
di L sia eguale al grado di #. Diremo ancora che pit covarianti (dello 
stesso grado) appartenenti allo stesso sistema lineare invariante L formano 
(in relazione ad L) un sistema linearmente completo se essi sono linear- 
mente indipendenti**), e ogni altro covariante appartenente ad L ¢ una 
loro combinazione lineare a coefficienti costanti. 

Sia ora L un qualunque sistema lineare invariante, d’ ipersuperficie 
d’ ordine /, avente la dimensione d. Pensando i suoi elementi come punti 
duno spazio lineare S,. il gruppo I" v’ induce un gruppo di omografie 
che indicheremo con (. 


Il gruppo G, come I’, ¢ co* e semplice. Difatti se G non fosse x* 
anzi se non fosse in 7somorfismo oleodrico con I’, all’ identita in G do- 
vrebbe corrispondere entro I" un sottogruppo invariante, mentre, come 
sappiamo (C, n%10) I” non ne possiede: e per la stessa ragione non ci 
possono essere in G sottogruppi invariant. 

Un covariante ®(/, m) appartenente ad L da luogo (mediante I’ imagine 
del sistema 4) ad una C” razionale normale di S, unita in G, il cui 
spazio d’ appartenenza corrisponde (n° prec.) al sistema lineare minimo 


6 


contenente 1; e viceversa una C”™ (razionale normale) di S, unita in G 
da in S, un sistema algebrico ~’ invariante, quindi (n° 2) un covariante 
appartenente ad L. 

Pertanto la ricerca dei covarianti appartenenti ad L ¢ ricondotta a 
quella delle curve di S, unite per le operazioni di G. Questo problema 
é stato risoluto completamente dal Fano nella Memoria citata alla nota * 
di C, e quindi ormai non abbiamo che da interpretare i suoi risultati. 


22. Intanto fra le curve in questione se ne possono scegliere un certo 
numero t, siano C", C™,..., 0”, appartenenti a spazi Sy,, Sp, ---, Sj 
fra di loro indipendenti e tali che la somma delle loro dimensioni 
aumentate ciascuna di un unita é eguale a d +1. *') 


Indichiamo con ,, @,. ..., ®, 1 covarianti corrispondenti: vogliam 


provare ch’ essi costituiscono un sistema linearmente completo entro L. 


*) Cioé nessuna loro combinazione lineare a coefticienti costanti ¢ identicamente 
nulla rispetto alle x e alle a. 

“") Fano, loco cit., pag. 199. Non é da escludere che qualeuna di quelle curve 
si riduea ad un punto, che é¢ allora imagine dun covariante d ordinr zero, civoé dun 
inrariante. 


in 
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Incominciamo percié coll’ osservare che le C™ son poste, per il tra- 
mite di z,, 2, in corrispondenza biunivoca tra di loro e colla C”. Difatti 
se si fissano le z,, 2, resta, come sappiamo, fissato un punto P di C”, 
quindi la 4p relativa a ®,, quindi il corrispondente punto P, di C”™, ece. 

Si pud ora subito dimostrare che i covarianti ®; sono linearmente 
indipendenti. Ed invero, nell’ ipotesi opposta, fissate le z,, x, risulterebbero 
dipendenti le Ap relative ai ®; e a uno stesso punto P di C, cioé i punti 
FP, Bap 00 05 Fy Oe co”, corrispondenti a P: e cid é inconciliabile colla 
indipendenza degli spazi S,,. 

Sia ora Y un altro covariante appartenente ad L, e dicasi C” la 
corrispondente curva di S, che non coincidera con alcuna delle C. Fano 
ha dimostrato, al n° 16 del citato lavoro, che una curva siffatta pud 
esistere solo se due o pit delle A; sono eguali tra loro e ad h, ed inoltre 

supposto per semplicita h, = h, = h tutte le altre h; rimanendo distinte 
che essa si trova con C™, C”™ nella relazione seguente: 

Si consideri la rigata R costituita dalle rette che congiungono i punti 
corrispondenti di C™,C"*. Ogni suo punto S é@ unito per le co? ope- 
razione di G che lasciano fissa la generatrice a cui appartiene, cioé i rela- 
tivi punti d’ appoggio P,, P, su c™,c™ (cioé per il sottogruppo co* 
omologo del Ip di C”); di guisa che applicando ad § le operazioni di G 
si genera una curva unisecante le generatrici di R. Fra le co’ curve che 
cosi’ posson costruirsi, si trova appunto la nostra C”. 

Dicansi ora U,, U, i punti di CO”, C™ omologhi di U, cioé le imagini 
dei seminvarianti g,, y, Telativi a ®,, ®,, e sia V il punto d’ incontro 
di C” colla generatrice U,U, di R. Al punto V corrisponde la forma 
~, +A, che @ encora un seminvariante in quanto y,, y, han lo stesso 
grado e peso perché provengono da covarianti dello stesso grado-ordine 
(cfr. la nota **)); ma applicando a g,-+-Ag,=0 le operazioni di I, il 
ché é quanto (operando sull’ imagine) applicare quelle di G a V, si otten- 
gono le Ap relative al covariante ®,-++-4@,: dunque la curva generata 
da V, cioé C” @ imagine di questo covariante, cioé si ha 


Y= ,+19%,, 


il che completa la dimostrazione del teorema enunciato. 


In conclusione, tenuto conto del teorema. di Fano, ricordato al prin- 
cipio di questo numero, si giunge al risultato seguente: 


La somma degli ordini det covarianti linearmente indipendenti che 
appartengono ad un sistema lineare invariante L, di dimensione d, 
aumentati ciascuno di una unita é equale a d--1. 

Mathematische Annalen. 90. 14 
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In particolare se LZ é il sistema di tutte le ipersuperficie d’ ordine / di 
S, si ha il teorema di Sylvester**): 


La somma degli ordini dei covarianti linearmente indipendenti di 


dato grado | d unaf,, aumentati ciascuno d un’ unita, é eguale a 


a , . ‘ . . . 
Osservazione I’. L’enunciato predetto da insomma il numero dei 
coefficientt di quei covarianti. In base ai ragionamenti precedenti si pud 
or , = , lin 3 
aggiungere di pili che quei coefficienti sono forme nella a; linear- 
t n 
mente indipendentt. 


; — : 

Osservazione II’. Risulta anche facilmente da quanto precede, che 
dati pii covarianti linearmente indipendenti entro un sistema invariante 
L, si possono sempre aggregare ad essi altri covarianti fino a giungere 
ad un sistema linearmente compieto, e che il numero complessivo dei 
covarianti di quel sistema come pure il complesso degli ordini dei suoi 
elementi, non varia, passando, entro L, da un sistema completo ad un altro. 

23. Passiamo a qualche applicazione. Consideriamo anzitutto i co- 

. . * * (n-—h . . . . a2 
varianti quadratici Q,""" (hk pari) di una f,, aggregandovi anche f, che 
pud farsi corrispondere ad h = 0. Essi sono linearmente indipendenti, in 
quanto hanno tutti ordini diversi, ma di pid la somma dei loro ordini 
aumentati di un’ unita, cioé dei numeri 2n —2h-+1 (estesa da 0 al 

9. / 9 

‘ ° ° . N+s (m+ 
massimo numero pari non superiore ad n) é » )=\ , dunque 
quei covarianti danno per /=2 un sistema linearmente completo, cioé, 
come abbiamo piu volte affermato non esistono altri covariantt quadratici 
oltre quelli nott. 


Veniamo ad un’ applicazione meno particolare che ci lasciera gettare 
uno sguardo sul difficile problema della distribuzione dei covarianti. Sup- 
poniamo di ordinare i covarianti d’ una f, procedendo per valori crescenti 
del grado /, trascurando quei covarianti che dipendono linearmente da 
altri dello stesso grado**) in tal guisa che per ogni / rimanga un sistema 


Sylvester, Sur les actions mutuelles des formes invariantives dérivées [ Journ. 
fiir Math. 84 (1878) (pp. 89-114), p. 109]. Cfr. anche Stroh, Zur Theorie der Combi- 
nanten {|Math. Ann. 22 (1883), pp. 393-405]. Il teorema é stato esteso a pid forme 
binarie da Study, Methoden zur Theorie der terniren Formen [ Leipzig, Teubner 

1889)], p. 100. 

Se si prova ad effettuare un tale ordinamento per le forme dei pid piccoli 
ordini, si é facilmente condotti alle relazioni tra covarianti, cioé alle sizigie di tipo 
pii semplice. Per esempio, posto n= 3, costruiamo mediante prodotti e potenze dei 
covarianti /,, G., G,, D, tutti i covarianti che se ne posson dedurre e hanno il 
grado 6. Troveremo i covarianti 


6 


for fae %& hs Ei th LAG. 4. Oh S, 
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linearmente completo; esso sara costituito da un certo numero y, di co- 
varianti, numero che, come sappiamo, dipende solo da n e da 1, non dal 
sistema prescelto (n° prec. Oss. II"). 


Supposto che per il valore 1—1 del grado si siano cosi trovati i 
covarianti A,, A,,..., Ay _, cerchiamo di costruire un analogo sistema 
per il grado J, coll’ intento di trovare un legame fra »,_, e »,. Il sistema 
cercato potra comporsi aggregando (n.° prec. Oss. II") ai covarianti 
f, Ay» f, As» --->f,Ar,, che hanno il grado IJ e sono linearmente indi- 
pendenti, certi covarianti B,, B,,..., B,-,,_,: ¢ nessuna combinazione li- 
neare di quest’ ultimi (s’intende che gli elementi di essa devono avere 
lo stesso ordine) sara divisibile per f,, altrimenti essa darebbe un co- 
variante /,B linearmente indipendente dagli f,A,;, e quindi, soppri- 
mendo il fattore f,, un covariante B di grado 1 — 1 linearmente indi- 


pendente dagli A;, mentre questi costituiscono un sistema linearmente 
completo. 


La somma di cui si parla al teorema del n° prec. relativa ai co- 
, , : l—l+n)\ = ° 
varianti A; é , e quindi la somma analoga relativa agli f,, A, 


F - . [+ F 
eguaglia quel numero aumentato di ny,_,: togliendo da ”) risulta che 
8 1 t-1 “ * 


on l+n)\ l—1l+n\ /l+n—1)\ . 
27 ) - })—ny,_,= — N35 
: n / \ n / as \ n—1 / t-1 


esprime la stessa somma per i covarianti B,. 


~ . . . ° ° * . . . . . . 
Ora consideriamo i residut B; di questi covarianti. Essi sono linearmente 


indipendenti, giacché se per certe A fosse 


21,B; =0, 
se ne dedurrebbe (n° 10) 
2A;,;B;=f,,X, 


: n 
; mu eae > * 
in contraddizione con quel che si é sopra osservato. Adunque i B; ap- 
partengono ad un sistema linearmente completo relativo all’ ordine n — 1 


ed al grado / e pertanto la somma dei loro ordini aumentati di un’ unita 
+n—1)\ 


non supera . 1 
_— 


Ma quella somma la possiam ricavare dalla (27), 


i cui ordini rispettivi sono 18, 14, 12, 10, 6, 8,6, 2,6. La somma di questi 

; i” se Fee , (6+3 
numeri aumentati di un’ unita @ 91 e supera il numero L 3 
teorema del n° prec. Pertanto quei covarianti son linearmente dipendenti e la rela- 
zione lineare che deve sussistere tra essi non pud vincolare che i tre covarianti di 
6° ordine G;, G3, f; D,. Fra questi covarianti si ha dunque una sizigia che, come 
vedremo, ¢ G}+4G;=f; D,. Cfr. a meno di fattori dipendenti dalle diverse con- 
venzioni Clebsch, § 35, p. 118, formula (7). 


) = 84 fornito dal 


14* 
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tenendo conto che (n°9) l’ordine di ciascun Bj @ eguale a quelle del 
corrispondente B, aumentato di /. Siamo cosi condotti alla disuguaglianza 


(l+m—-1)_ 
i- 


ae yc (t+a-1) 
— / 


)> 


+I(y —_ < 
1 "1 t-1)/=\ g-1 


e quindi, in definitiva, alla conclusione seguente: 
Se v, indica il numero dei covarianti linearmente indipendenti di 
grado | d una f,, sussiste la disuguaglianza 


(28) a oer 


ne ee l 
24. Ritorniamo ora alla rappresentazione considerata alla fine del 
n° 20, colla quale ponevamo in corrispondenza proiettiva le ipersuperficie 
del sistema lineare minimo L a cui appartiene un dato covariante ®(1, m) 
cogli tperpiani di un S_, stabilendo tra S, ed S,, la trasformazione ra- 
zicnale (24) che fu anche considerata al n° 4. 


m? 


Ii gruppo I’ della C” induce in S,, il gruppo analogo @ relativo alla 
c™ (26), e il gruppo 2, l analogo gruppo 2’ di C™. Le coppie (I, G), 
(2, Q') operano allo stesso modo sulle ipersuperficie di Z e sui corrispon- 
denti iperpiani di C”, cosicché un sistema di questi iperpiani, invariante 
© seminvariante (cioé invariante per G o per 2’) ha per omologo in 
S, un sistema d’ ipersuperficie di ZL, pure invariante o seminvariante: e 
il passaggio si compie, a norma della (24) sostituendo alle a; le ¢,. 

Cosi se consideriamo in S,, il sistema fondamentale seminvariante A; 
che (C, n' 16, 21) ha I equazione «i = 0, ne deduciamo in S,, il sistema 
seminvariante d’ipersuperficie d’ordine 1, pf=—0, e cosi giungiamo al 
teorema: : 

Se D=q> é un covariante, il sistema d’ ipersuperficie d’ ordine l, 
qi = 0 (x parametro) é seminvariante. 


In particolare lo é dunque anche il fascio 
Pz - Por t+o,=09, 
la cul considerazione ci sara utile al prossimo Capitolo. 
Capitolo IT°. 
Rappresentazioni tipiche. 


a 


Integrazione dell’ equazione differenziale fondamentale. 
Rappresentazione tipica speciale. 


is) 


25. In questo Capitolo ci proponiamo di ricercare, sulla base dei 
fondamenti geometrici posti, dei metodi generali per la determinazione di 
tutti ¢ covarianti d una f,. Seguendo diverse impostazioni geometriche 
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del problema, saremo condotti a certe espressioni razionali dei covarianti 
d’una forma in funzione di n — 1 (on-+- 1) traessi, che hanno ricevuto 
il nome di rappresentazioni tipiche. 


Siccome possiam limitare la nostra ricerca ai seminvarianti, una prima 
via é naturalmente segnata dalle condizioni a cui devono soddisfare quelle 
funzioni g, e che abbiamo stabilite ai n' 8,20 diC. Si tratterd di inte- 
grare Tl equazione differenziale fondamentale X py = (0), tenendo conto delle 
condizioni di omogeneita e d’ isobaricité imposte alla funzione ¢. 


L’ interpretazione geometrica rilevata per quella equazione, ci per- 
mette di assegnare subito il significato geometrico della relativa integra- 
zione che poi effettueremo materialmente. Secondo quell’ interpretazione 
una tpersuperficie integrale py =0 ¢é toccata in ogni suo punto P dalla 
retta p che lo congiunge col corrispondente P’ nell’ omografia fondamen- 
tale M. Ora consideriamo in S,, gli co” elementi lineari (P, p); essi ap- 
partengono ad una congruenza W (sistema co"-!) di curve C di S, 
d’ indice 1, che resta individuata come insieme delle curve che in ogni 
loro punto P toccano la retta p. Allora la proprietaé predetta ne dice 
che [ ipersuperficie ~ = 0 contiene tutia la curva C di W che passa per 
un suo punto generico, e quindi che le C sono, in S,, le caratteristiche 
dell’ equazione differenziale Xp == 0.*) 


n? 


Queste restano pertanto definite dalla condizione di toccare in ogni 
loro punto la retta che lo congiunge col proprio omologo nell’ omografia 
fondamentale. 


Le ipersuperficie integrali sono poi notoriamente caratterizzate dalla 
proprieta di risultare composte colle curve di W. 


26. Poiché conosciamo le equazioni dell’ omogrefia M potremmo de- 
durne abbastanza facilmente quelle delle C e risolvere per questa via il 
problema dell’ integrazione; ma preferiamo ritornare alla X p = 0 e valerci 
di procedimenti classici. 


Eliminiamo anzitutto una variabile passando a coordinate non omo- 


genee z= — (¢=1,2,...,m). Cid é@ possibile se si ricercano integrali p 


a 


3°) Si badi che noi consideriamo |’ equazione X y=0 in S, anziché in S,.,, 
come sarebbe suggerito, secondo lI¢ interpretazioni classiche, dal numero delle varia- 
bili. Gli @ che noi consideriamo quelle variabili come coordinate omogenee, e cid é 
lecito quando ci si proponga di ricercare integrali omogenei, tenuto conto che i 


coefficienti delle - in Xp sono funzioni omogenee dello stesso grado nelle a,. Ed 


invero allora |’ equazione pud trasformarsi in un’ altra analoga, con una variabile di 
meno, col procedimento del n° seguente. 
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omogenei, giacché indicando con / il grado di m e posto m(a,a,...a,) 
= . 
= Go f (z,2,...2,) si ha 
ap _ 10H Oy _ 91-100 
da; % bz, 0a; ° Oz,’ 
ed inoltre a;_, = dy 2;- ,» per modo che, sostituendo in Xq, e prescin- 
dendo da un fattore ay si ottiene la nuova equazione 
n 
a= — ie 0p \ 
(1) X,§ aw * 1-155 0 (z2,=1), 
che ci proponiamo d’ integrare. 
Il sistema differenziale ordinario corrispondente é 


2) he “aa dz, _ az, dz, 


=5-— =; — ~ . 
a 22, 3 2, -) 


e s integra a vista, porgendo 





Q 
Zz=2+e, 
ame A. 4 
@y = 2; + 30,2, + Cy 
— : 2) 
: @=2; + 6¢e,2;+4¢,2,+¢ 
3) 
- n ‘n ~*-2 ' 
“n 21 T \o, Cy “1 ~ i Ca» 
cioé in generale 
‘ . 
a! — vT/ i | i—A 
(3) %=2 > 2p) ae 
h=2 


Si ottengo io cosi le eguazioni delle caratteristiche di X,G@=—0 cioé di 
Xm=0 in S,, le coordinate di un punto variabile sopra una di esse 
risultando espresse mediante le (3) in funzione di z,, che su una curva 
fissata funge da parametro; mentre c,,c,,...,¢, sono i parametri della 
caratteristica, nel sistema co*~* cui appartiene. 

27. Prima di proseguire nell’ integrazione della (1) fermiamoci un 
momento su queste caratteristiche. Anzitutto non v’ha dubbio ch’ esse 
son le stesse di quelle considerate al n° 25; ma del resto cid discende 
subito dalle (2). Fissato un punto P d’una di queste curve (che come 
al n° 25 indicheremo con C) le dz; danno, se si vuole, le coordinate 
omogenee del punto improprio P’ della tangente a C in P (intersezione 
con @): ora le (2) ci dicono che quelle coordinate son proporzionali ad 
iz,_, cioé ad ia,_, (le a, essendo coordinate omogenee di P) e cid val 


quanto dire (C, n° 18) che P’ é Pomologo di P nell’ omografia fonda- 
mentale M. 
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Dalle (3) si rileva subito che le C son curve razionali normali: fra 
esse v’é anche la C” fondamentale che si ottiene per c,=c,=...=c, = 0. 

Un iperpiano 4, + 4,z, +...+4;z,=0 passante per lo spazio oscu- 
latore w,_;_,, ha con una C, 7 intersezioni variabili, giacché ponendo 
al posto delle z; le loro espressioni (3) si ottiene un’ equazione di grado 
i in z, (le altre n —Z radici sono infinite): tanto basta per dedurne che 
le C si comportano tutte come la C” rispetto agli spazi w, osculatori in U. 

In particolare gl’iperpiani del fascio z, = 4 (a, —Aa,=0 cioé A,) 
segano le C in un sol punto variabile: per 4=0 le (3) danno z;= ¢; 
dunque le costanti c,,¢,,...,¢, son le coordinate del punto d intersezione 
di C collo spazio z, =0 (a, =0). 

Inoltre poiché, come sappiamo, Xq é la trasformazione infinitesima 
del gruppo parabolico [2] cosi le C son le tratettorie del gruppo para- 
bolico, come pud verificarsi mediante le (12) del n°7 di C. 

Consideriamo ora una delle superficie V traiettorie di & (C, n° 21). 
Essa sara composta con oo'C, e i punti d’ incontro (variabili) di queste 
collo spazio a4, = 0 staranno su una curva D: sicché la V pud pensarsi 
come il luogo delle co* C spiccate dai punti di D. Ora lo spazio a,—0 
é fisso per il sottogruppo isobarico 22, e quindi lo é anche la D: sicché questa 
curva pud generarsi trasportando uno dei suoi punti z;=c;” (i =2,3,...,n) 
mediante le operazioni di 9,, il ché é quanto dire che D é il luogo dei 
punti 4‘¢;” dove 4 é un parametro (C, n° 7). Tanto basta per metterci 
in grado di affermare che se nelle equazioni (2) st pone c; = 1‘ cf” si ot- 
tiene la rappresentazione parametrica (cot parametri z,, 4) delle superficie 
tratettorie del sottogruppo fondamentale 2. Queste superficie son pertanto, 
come del resto 2, razionali. 

Si badi che le n — 1 costanti c;” non sono tutte essenziali in quanto 
danno le coordinate non omogenee d’un punto che pud scegliersi ad ar- 
bitrio sulla curva D. 

28. Ritorniamo ora all’ integrazione della (i). Seguendo i metodi 
classici, dovremo intanto risolvere le (2) rispetto alle costanti c; (il che 
é effettivamente possibile perché le (2) son lineari nelle c; e il relativo 
determinante é eguale ad 1) ricavandone 
(4) C=; (¢ = 2,3,...,%), 
dove le y, saran certe funzioni di z,,z,,...,2,: allora una funzione arbi- 
traria delle y, da lV integrale generale della (1). 

Effettuando la risoluzione si trova senza difficolta che le y, altro non 
sono che ¢ seminvarianti g, del n° 12 espressi in coordinate non omogenee, 


. . a, . . cs 
sicché posto z,= — si hanno le identita 
0 


(5) ay; = 9; 
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Osserviamo ancora che, come risulta dalle (2), o dalle (15) del n° 12, 
per z, =0 le y, riduconsi alle z,. 

Torniamo ora al punto di partenza cioé ai seminvarianti. Essendo 
integrali della (1) essi (scritti in coordinate non omogenee) risulteranno 
funzioni delle y,, certo razionali in quanto devono poi risultare funzioni 
intere delle z;. Dunque ogni seminvariante @ (la sopralineazione ha rife- 
rimento alle coordinate non omogenee) sara del tipo 








. . = & (¥9 Ys --- Yn) 
(6) f(z, 2 ..-2,) ~ Blve¥s--¥n)’ 


con «, § funzioni intere; e percid risultera anche 


@ (ZZ... Zn) 


®(0, 2.%...2,)= . 
P \ te ie n) B (2, Z_--- En) 


Siccome il 1° membro é una funzione intera, tale sara anche il secondo, 
cioé « sara divisibile per 8: e poiché nulla pud formalmente mutare scri- 
vendo le y invece delle z, cosi anche il secondo membro della (6) é 
funzione intera delle y. Se si osserva inoltre che la condizione d’ iso- 
baricita della @ nelle z; (che equivale a quella di @ nelle a;) é equi- 
valente all’ analoga condizione nelle y, — che son funzioni isobariche di 
peso ¢ — si conclude col teorema: 

Ogni seminvariante espresso in coordinate non omogenee é una fun- 
zione intera isobarica degli n — 2 seminvarianti y,, e viceversa: cioé ogni 
funzione intera isobarica (e non necessariamente omogenea) delle y; é 
seminvariante. 

Pertanto se ~ (aya, ...a,,) é un seminvariante e quindi ¢ = — (1, z,2,...2,) 
avremo |’ identita (nelle z) 


(1,2, 2g--- 2) = Fly %g-++%q)> 
F essendo simbolo di funzione intera; dalla quale per z, = 0 discende 
p(1, 0, 2,2,...2,) = F(2,2,...2,), 
e quindi anche, riponendo le y al posto delle z l’identita (nelle y e 
quindi nelle z) 
F (7975 -++%n) = P(1, 9, Ya %e--+¥n)> 


che da la struttura della funzione F, nota che sia |’ espressione del semin- 
variante ~. Concludendo: 

Se p(a,a,a,...a,) &@ un seminvariante, la funzione intera di cut 
si parla nel precedente enunciato é (1,0, 7.7,-.-¥,), sieché insomma 
si ha l’ identita nelle z 


(7) (1,2, 2,...2,) = 9(1,0, ro 75---%y)- 
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Siano ora | e p grado e peso di (a,a,...a,), notando che se m non 
é divisibile per una potenza di a, é p=>Jl. Avremo 
1 
P (Ao a,...4,) = A, (1, 2, 25..-2,), 
ed inoltre, tenuto anche conto della (5) e del fatto che le y; hanno peso 
eguale al proprio indice 
45 9(1,0, 2 ¥3 +++ %un) = (1,0, a2 795 Oa yg, -+-545 7%) = P(1,0, 9s 9g +++GIn)s 


sicché sara identicamente rispetto alle a 


(8) P(Gya,.--4,) = a5 (1,0, 9995 -++ In) 

e passando dai seminvarianti ai covarianti 

(9) ® = f.-? y(1, 0, G4, G,,---,G,); 

di guisa che ogni covariante di f,, é eguale ad una funzione intera det 
covariantt G,, G,,...,G, moltiplicata per una potenza positiva, negativa, 


o nulla della forma, e \a struttura della funzione intera é precisata dalla (9), 
noto che sia il seminvariante ~ corrispondente a ®. Notiamo infine che, 
per quanto si é visto sopra, se ® non é divisibile per f,, quella potenza 
é sempre negativa o nulla di guisa che ® risulta eguale ad una funzione 
intera dei G; divisa (eventualmente) per una potenza (positiva) di /,. 

La (9) si chiamera rappresentazione tipica speciale del covariante, 
per distinguerla da una pid generale dovuta ad Hermite, che stabiliremo 
per via geometrica al prossimo paragrafo **). 

29. Applichiamo i risultati ottenuti alla deduzione dei sistemi com- 
pleti per le forme cubiche e biquadratiche (per le forme quadratiche essa 
é immediata). Non si tratta di cose nuove, se non per taluni dettagli 
del procedimento che assai brevemente conduce alle conclusioni nella loro 
forma pil precisa. 

Premettiamo un’ osservazione relativa ai seminvarianti g;. Dalla (15) 
del n° 12 risulta che il termine indipendente da a, in g, é (—1)* (1—‘)a, 
(cfr. anche n° 13) sicché se gig"... g%, gitgh... gm sono due prodotti 
dello stesso peso, \’ espressione 


(10) ages... gen — Agisghs...ghn, 


pud rendersi, per un conveniente 4, divisibile per a,: il quoziente é un 
nuovo seminvariante la cui considerazione pud esser utile per abbassare 
Pesponente della potenza di a, nel denominatore della rappresentazione 
tipica speciale. Lasciamo al lettore il facile esame di casi particolari 
diversi da quelli di cui ci serviremo in appresso. 


%*) Un’ altra dimostrazione della rappresentazione tipica speciale, che qui non 
esporremo, si trova nella IV* delle note lincee citate nell’ introduzione di C. 
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Forme cubiche. Intanto g3+- 4g? é divisibile per a,, anzi, come 
il caleolo mostra, per a3: il quoziente é un seminvariante di grado 4 e 
peso 6 cloé corrisponde ad un invariante di 4° grado e quindi a D,: 
porremo pertanto 


11) g; +49; =a;d 


0 3° 


fissando cosi in D, anche il fattore costante. Ora sia g un seminvariante 
della f,; prescindendo da eventuali potenze di a, a fattore, scriviamo, 
a norma della rappresentazione tipica speciale 
F (9. 
(12) Pp > (Jo 9s) 
t 
a 


t>0), dove F é isobarica nelle g. Raccogliendo le eventuali potenze 
di g, € g, per cui sia divisibile la F, scriviamo F(g,g,)= gS gi ®(g,9s) 
dove ® non é pid divisibile né per g,, né per g,. Se p é il peso di ® 
ed a, 6 gli esponenti di g,, g, in un suo termine, sara 2a+3b=p: 
ma d’altronde in ® c’é un termine contenente solo g, (se no ® sarebbe 
divisibile per g, ), cioé in cui 6 = 0, e un altro contenente solo g,, dunque p 
é multiplo di 6 e quindi a, b sono rispettivamente multipli di 3, 2. 

Posto p= 6q, a= 3a,, b= 2b,, risulta allora a, +b 
é una forma negli argomenti g3, g? che potra scriversi 


=q, cloé PD 


1 


P (9293) = (93 T A, 93) (93 T A, 93) «++ (93 4 4,92). 


In forza della (12) ci dovranno essere un certo numero di fattori del 


secondo membro, divisibili per potenze di a,, e siccome cid pud veri- 
ficarsi solo, a norma della (11), se la corrispondente 4 é eguale a 4, ed 
allora il quoziente é d, cosi ® divisa per aj dard una potenza di d, mol- 
tiplicata per un’ altra forma VY di g,, g, ed eventualmente, se ¢ é dispari, 
per a,. In definitiva, tenendo conto anche delle potenze di a, a fattore, 


avremo per »p I espressione 
‘ a me a £ yy i 

(13) P = 4 Jy 93 4; P (9 9s); 
nella quale se y > 0, mw é eguale a zero o ad uno, e pud essere un numero 
positivo qualunque, se y=0. La (13) esprime in funzione intera di 
Go, Jo» J» ds © pertanto i covarianti corrispondenti f/,, G,, G,, D, danno 
il sistema completo par le f,. 

Forme biquadratiche. Qui anzitutto é g,-+ 3g; divisibile per aj, 
e poi g? + g? — g.g, divisibile per a3: |i quozienti, come si vede subito 
dai loro caratteri, son gl’ invarianti 7, j (a meno di fattori costanti che 
ingloberemo in essi) talché potremo scrivere 


(14) ~ — 393+ ast, 93 = 929. —9e r ay}. 
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Sia ora m un seminvariante delle f,: prescindendo come prima da even- 
tuali potenze di a, a fattore, scriviamo 


(15) gp = £92994) 


> 
a, 


con F funzione intera, e t>0. Liberando come prima la F da fattori, 
porremo F'(g,9,9,) = 95 9£ 97 P(g_939,) © poiché, in forza dell’ isobaricita, 
 esponente di g, in ogni termine di ® deve avere la stessa parita, cosi, 
non essendo @ divisibile per g,, quell’ esponente sara sempre pari. Sosti- 
tuiamo allora in ® al posto di g? la sua espressione fornita dalla 2* 
delle (14) e poi al posto di g, quella fornita dalla 1* formula: sostituiremo 
cosi a g/ ® una funzione intera di a,, g,, i, 7 che scriveremo 


, 3) h 
(16) Yo + W149 + Ye %q +--+» + Way, 


le yw, essendo funzioni intere di g,, 7, 7, naturalmente omogenee ed iso- 
bariche nelle a;. Ora i gradi e pesi di g,, 7,7 son rispettivamente 2, 2, 3; 
2, 4, 6, sicché se y, ha grado / e peso p, ed a, b, c son gli esponenti 
di g,, ¢, 7 in un suo termine, risulta 


2a+2b+3c=l1, 2a+4b+4+-6c=p, 


da cul 2a=21—p, cioé a é indipendente dal termine considerato, 
e quindi 
Vi = 92 Xi» 

z, essendo funzione solo di 7, 7. Ne risulta che wy, non pud esser divi- 
sibile per a, giacché non lo é g, e non lo pué essere x; altrimenti, pas- 
sando ai covarianti, lo stesso y,(¢,7) ch’é un énvariante risulterebbe 
divisibile per f, il ché é manifestamente assurdo, perché /f, contiene le 
variabili z,, z,. Siccome d’altronde la funzione intera (16) dev’ essere 
divisibile per aj cosi sara y,=y,=...=y,=0 e, a divisione effettuata, 
restera una funzione intera di a,, g,, ¢, 7. Inglobando in essa gli even- 
tuali fattori potenze di a,, il fattore g°, e la massima potenza pari di 
g, contenuta in g’ esprimendola per mezzo delle (16) in funzione intera 
di a, g,, 7, 7, avremo in definitiva 


(17) Pp = 93 PF (ay,9,%59), 


con e eguale a zero o ad uno, e Y funzione intera, naturalmente iso- 
barica nelle a;. Badando alle osservazioni precedenti il lettore potra 
anche precisar di pit la struttura di quella funzione. 
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§ 2. 
Generazione proiettiva di seminvarianti. Covarianti associati. 
Rappresentazione tipica generale di Hermite. 


30. Riprendiamo ora, con maggiore ampiezza, un argomento gia 
toccato al n° 12. Abbiamo visto allora che i seminvarianti g, eran suscet- 
tibili di esser generati proiettivamente come luogo d’ intersezioni delle 
ipersuperficie corrispondenti in due sistemi oo’ seminvarianti. I] concetto 
di quella generazione pud esser generalizzato come segue: 

Anzitutto, ricordando (C, n° 8) che il gruppo 2 pué generarsi molti- 
plicando le trasformazioni del sottogruppo isobarico 2, per quelle del 
sottogruppo parabolico [2], per generare un seminvariante possiam par- 
tirci da una V,_, invariante per 2, e trasportarla colle operazioni di [2]. 
Una V,_. siffatta @ per es. [intersezione di due forme isobariche 
«(a,a,...a@,)=0, B(a,a,...a,) = 0, e poiché trasformando quelle forme 
colle operazioni di [{2] si generano (C, n° 21) i due sistemi oo’ semin- 
varianti 


(18) a (Qoaga;...a2)=0, f(agazaz...ar)=0, 


cosi il seminvariante generato dalla V,_, intersezione, é luogo delle inter- 
sezioni degli elementi corrispondenti dei due sistemi (18), e quindi la sua 
espressione si calcola eliminando fra le (18) stesse la x. 

Alle (18) posson sostituirsi le equazioni di due qualunque sistemi oo’ 
seminvarianti, qualora, ben s’intende, si assumano come omologhi due 
elementi associati allo stesso punto Pdi C”, cioé mutati in sé dallo stesso 
sottogruppo 2p di Q. 

Ha particolare interesse il caso in cui uno di quei sistemi sia il 
sistema fondamentale A, | as = i, (x) = 0) e LP altro il fascio seminvariante 
u,x-+u,=0 collegato (n° 24) ad un covariante fissato U=ug'.*”) Allora 
leliminazione di x conduce ad un seminvariante v, che ha |’ espressione 


(19) v; = f;(— U,, Uo) 

(nella quale resta cosi fissato il fattore costante), e facendo variare 7 da 
1 ad nm ad un gruppo di seminvarianti v,,v,,...,v, ¢ quindi di covarianti 
V,,V.,.--,V, collegati alla considerazione del covariante U. Seguendo 


una denominazione introdotta da Hermite noi li chiameremo i seminvarianti 
0 risp. i covarianti associati (Schwesterformen) al covariante U. *°) 


**) Qui ci torna comodo indicare il covariante con U avendo bisogno per il 
seguito della solita lettera @. 

*°) La nostra definizione e il nostro procedimento si distaccano sostanzialmente 
da quelli che si riattaccano alla dimostrazione Hermitiana, sicché la coincidenza dei 
nostri V; coi covarianti associati di Hermite domanda una verifica, che rinviamo alla 
fine di questo paragrafo. 
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Evidentemente il procedimento del n° 12, per quanto riguarda i g,, 
é un caso particolare del precedente, e se ne deduce ponendo per U la 
stessa forma f,. Confrontando la (19) colla (15) del n.° 12 risulta che i 
seminvariantt associati ad f, sono 0, 4,94, 49 9g; --+s MIn- 

Infine si vede subito che se (1, m) sono i caratteri di U, quelli di 
V, sono [li +1, #(m—2)-+n], e che per u, = 0, v; riducesi ad f, (0, uy) 
cioe ad a,u). 

31. La considerazione dei covarianti associati introdotta per la pre- 
detta via geometrica, permette di stabilire nel modo pi rapido la rappre- 
sentazione tipica Hermitiana. 

Incominciamo coll’ osservare che un seminvariante é individuato dalla 
intersezione della relativa ipersuperficie seminvariante m= 0 colla forma 
generica del fascio u, = u,x + u, = 0 (basta eccettuarne u, =) in par- 
ticolare dall’ intersezione con u, = 0. Geometricamente la cosa é chiara, 
dato che » = 0 pud costruirsi trasportando quell’ intersezione colle opera- 
zioni di [22]: ma anche per via formale la questione si sbriga in poche 
parole. Ed invero se gp =0, y=0O hanno la stessa intersezione con 
u,=0, sarh p=Ap-+u,xz (A costante) onde intanto g e w hanno lo 
stesso grado e peso: ma allora anche pg —Aw=u,z 6 seminvariante, e 
siccome u, non lo é, cosi y= 0 e quindi p= Ay. 

Partiamoci ora da un seminvariante p(a,a,...a,) e consideriamo 
la funzione 

Y =P(%%.--0,), (% = ad) 
la quale é anch’essa un seminvariante perché lo sono i v, e y risulta 
omogenea ed isobarica nelle v e uelle a. Ponendovi u, = 0 si ottiene 


(igs dy tg, 052, 5 Ut) = UP 9 (aya, .--,), 

p essendo il peso di m; e ne consegue che i due seminvarianti y ed u) » 
segano allo stesso modo u, = 0 in quanto la differenza y — ub @ é iden- 
ticamente nulla per u,=—0. Sara dunque in virti di quanto precede 
y= ul cioé 


(VV; My -- - Un) 


9 . a 
20) ? — u? ? 
e tra covarianti 
. SS a 4 
(21) Gas P (fn, Vi Ve...3 ) 
U? 


ch’ é [ espressione generale della rappresentazione tipica Hermitiana**). 
*) Hermite, Second Mémoire sur les fonctions homogenes & deux indéterminées 

[Journal fiir Mathematik 52 (1856), S. 18—30], § 111. Vedi in proposito la chiara 

esposizione del trattato di Clebsch, Cap. VII, ed anche Gordan, parte III, § 34. 
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In particolare, se U coincide con f,, ponendo al posto delle v,, a, 9; 
(go = 1, g, =) si ricade sulla rappresentazione speciale trattata al 
paragrafo precedente. 


32. Verifichiamo ora che i covarianti V,; son gli stessi a cui si giun- 
gerebbe partendo dalla definizione di Hermite. Secondo questo A., indi- 
cata al solito con f,(z,2,) la forma originaria, il covariante associato 
ad U, di posto i, & il coefficiente di (”) x*¥*~* in 
(22) f,(2,X—-+ Sy, X+o 


(*2 2 ; 
. m Ox, m 02, 


Y), 


considerata come una forma binaria in X, Y; e quindi il seminvariante 
relativo é@ il coefficiente di (*) xX‘ Y*~* in quel che resta della (22) postivi 
x, =1, z,=0. Ma indicando come precedentemente con u; i coefficienti 
di U, fatta la predetta posizione, la (22) diviene 
f,(X—u,Y, uY), 

e non rimane che sviluppare colla formula di Taylor tenendo presente che 

i ay 

tee) = OR 21%)» 
efr. C, n° 6) per dedurne che il coefficiente di (*) yr a f;(— U,, Uy) 
cioé, per la (19), il nostro »,. 

Un’ analoga verifica pud farsi sulla base della definizione di Clebsch 

e conduce alla stessa conclusione. 


§ 3. 
Rappresentazione tipica di Clebsch-Gundelfinger. 


33. La considerazione dei seminvarianti come funzioni della varia- 
bile a,, introdotta al § 3 del precedente Capitolo, e quindi dei gruppi di 
punti staccati da essi sulle rette uscenti da U, conduce, per il tramite 
delle relazioni di dipendenza tra quei gruppi, a notevoli relazioni tra co- 
varianti, dalle quali discendono nuove rappresentazioni tipiche, fra cui una 
assai notevole per la sua semplicitéa. Questa rappresentazione, segnalata 
nel 1870 da Clebsch, e dimostrata |’ anno successivo da Gundelfinger 
(Clebsch la chiama die einfachste typische Darstellung) pud, con Clebsch 
dedursi da quella speciale del § 1 a prezzo di faticosi procedimenti sim- 
bolici**), o stabilirsi, con Sylvester, per una via, sempre formale, ma 
assai pil semplice e diretta**), basandosi sulla proprieta caratteristica dei 


**) Clebsch, Cap. VII. 

**) Cfr. la Nota citata in *). Il procedimento di questo A. ha taluni punti di 
contatto con quello del n° 35 che perd ci si é presentato indipendentemente come 
spontanea conseguenza del teorema generale del n° 34. 
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seminvarianti g, considerati al predetto § 3. Noi la otterremo, per via 
geometrica, come caso particolare di espressioni pid generali, con un pro- 
cedimento che ci permettera di dar rilievo alle sue caratteristiche di sem- 
plicita e alla struttura concettuale delle relazioni che la vincolano alla 
rappresentazione tipica speciale. 


Premettiamo il seguente teorema: 


Fra r-+-1 covarianti ®,, ®,, ..., D,., delle f,, di rango <r, sussiste 
sempre almeno un’ identita del tipo 
(23) A, + A, ®, + A, ®, +...+A,,,9,,,=9, 


nella quale le A; son covarianti conict. 


Indicando con gq; il seminvariante corrispondente a ®; poniamo in 
armonia col n° 14 


(9 s@ 7, (T\s@ 9-1 1 3@ hs 
(24 ) Pi=4o Ont |, )4. On + + A, (¢ =1,2,...,7 +1), 
le 4 essendo funzioni di a,, a,,..., @,-1 delle quali qualcuna pud essere 


identicamente nulla. Lo sono certamente anzi, i coefficienti delle potenze 
di a, superiori ad r;, se r; indica il rango di y,; ed é@ r,;<r. 

Eliminando linearmente tra le (24) le potenze di a, si é subito con- 
dotti ad una identita del tipo 


(23°) dy + Ay Pit Ag Pat. +A Pre = 9, 

nella quale le 4 son funzioni di a,,a,,...,@,_,- Amnzi se la matrice dei 
coefficienti delle potenze di a, nelle (24) (esclusi i termini noti 4) ha 
la caratteristica massima r, quelle 4 sono, salvo il segno, i determinanti 
d’ ordine r estratti da quella matrice. Comunque, anche se quei deter- 
minanti sono identicamente nulli, |’ eliminazione pud farsi sempre, cioé 
sussiste sempre almeno una relazione del tipo (23’) che in quest’ ultimo 
caso vincolera solo alcune delle ¢,. 

Noi vogliamo provare che anche le 4; sono seminvarianti, e con cid 
sara senz’ altro, a norma del teorema di Faa di Bruno, dimostrata anche 
la (23). Quando la matrice predetta ha la caratteristica r, la proprieta 
in oggetto & una immediata conseguenza del teorema al n° 14, giacché 
allora le 4, come determinanti, sono noti invarianté simultane: di r tra 
le @ considerate come forme nella variabile non omogenea a,: perd, non 
volendo preoccuparci di restrizioni, tratteremo la questione come nuova, 
inspirandoci ai concetti del n° 14. 

Fissata una retta s uscente da U (a,=1,a,= w,; ¢=1,2,..., nm —1) 
sulla quale, come al n° 14, a, si consideri quale coordinata non omo- 
genea, lap, = 0 é@ un’ equazione di grado r; nella a, che definisce sopra s 
un gruppo di r, punti: considerando quell’ equazione come di grado r con 
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r —r, radici infinite, il che equivale ad aggregare a quel gruppo il punto U 
contato r —r, volte, otterremo un gruppo che denoteremo con M,; inten- 
dendosi che M, denoti il gruppo costituito dal punto U contato r volte. 
La relazione (23’) esprime allora la dipendenza lineare degli r +- 2 gruppi 
M,, M,, M,,...,M 

Che significato geometrico ha |’ equazione 4, = 0? Poiché le 4 son 
funzioni di a 


rvs* 


a .,@,_, essa (se non é un’ identita) rappresenta un 


cono di vertice U: quando la retta s é una generatrice di quel cono, 


0? iid 


nella (23) manca il termine contenente ¢,, sicché su quella particolare 
retta @ i gruppi W,,..., Mi... Mys.s--+>s Ma, 
dipendenti: e viceversa se sopra una retta s uscente da U si verifica una 
tal dipendenza, quella retta appartiene al cono 4,=—0. Questo resta 


risultano linearmente 


dunque definito protettivamente rispetto alle ipersuperficie seminvarianti 
7;= 0 e al punto U, dunque é un cono seminvariante. Cosi il teorema 
é dimostrato. 

34. Particolarizziamo ora la (23). Scelto percid un covariante H 
di rango 1, poniamo per i=1,2,...,7, ®,— H* (che ha rango i <r) 
ed identifichiamo ® con un arbitrario covariante ® di rango r. Se 
si indicano con 7, g i seminvarianti di H, # la (23’) diviene 


r+1 


(25) bg + 4,9 +4497 +... +4,9°+4,.,9 = 9. 


Ora sia = il covariante polare di H (conico perché H ha rango 1), ¢ il re- 


~ 


° ° ° . . er i ° . 
lativo seminvariante, talché si abbia * = & e quindi 
Cc 


& e y essendo funzioni di a,, ,-1 Ricordando il procedimento 
d’ eliminazione da cui deriva la (23’) e quindi la (25), si vede che A,,, 
é il determinante dei coefficienti delle potenze dia, in , y*,..., 47 cioé 
: ——* r+1)\ ‘ 

é eguale ad una potenza di § di esponente =| , }. Risolvendo per- 


Gag cess @ 


tanto la (25) rispetto a m e inglobando il segno — nelle 4, otterremo 


, Ag+, +dgn?+... +n? 
(26) ge WAT . 


Ora si vede che tutte le 2; son divisibili per &""" di guisa che I’ esponente 
del denominatore pud abbassarsi fino ad r. Cid risulta dalle espressioni 
delle 4; come determinanti, ma pit rapidamente pud dimostrarsi ricorrendo 
ai successivi seminvarianti polari di q cioé alle derivate del secondo 
membro di (26) rispetto ud a,. Derivando r volte si ottiene 


\w 
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e siccome il risultato dev’ essere un seminvariante, cioé una funzione in- 
tera delle a,, cosi 4, é@ divisibile per "~": considerando poi la derivata 
precedente r — 1“ risulta che anche 4, _, é divisibile per la stessa potenza 
di &, e cosi via. 

Secrivendo nella (26) r al posto di rt e passando dai seminvarianti ai 
covarianti possiam dunque enunciare il teorema: 

Ogni covariante ® di rango r é suscettihile di una rappresentazione 
del tipo 


s. 1 r 
0) @ — Met H- AH et ApH 
nella quale H é un arbitrario covariante di rango 1, = il suo polare e 
Ay, A,,..., A, covarianti conici. 


35. Da questo teorema si deducono rapidamente le rappresentazioni 
tipiche a cui vogliam pervenire. 

Fissiamo anzitutto una successione di covarianti H,, H,, ..., H,, delle 
forme di ordine eguale al rispettivo indice, aventi ciascuno come polare 
una potenza della rispettiva forma, e siano »,, /;, -.-. 1, 1 Telativi semin- 
varianti, di guisa che »; sara funzione di a,,a@,,...,a@; e la sua derivata 
rispetto ad a, sara una potenza dia,. Riferendo tutti questi seminvarianti 
alle f, otterremo wna successione di covarianti H;"~~’, Hy"~”, ..., eck H, 
proieziont in S, degli H,, che noi per semplicita, e in analogia con quel 
che si ¢ fatto per un caso analogo al n* 19, denoteremo con H,, H,, ..., H.,,. 

Detto ® un covariante qualunque di rango r della /,, incominciamo 
collo serivere il relativo seminvariante @ sotto la forma (26), scrivendo 
y, al posto di », e quindi al posto di € una potenza di a,. Poi collo 
stesso procedimento esprimiamo i coefficienti 4; (che contengono solo 
1. +++)@, ,) mediante », ,: riducendo tutto allo stesso denominatore 
questo sara sempre una potenza di a,, mentre il numeratore sara una 
funzione intera di 4,, %,-, a coefficienti seminvarianti e funzioni solo di 
(ly, Gy, ..+,@,-2. Cosi successivamente procedendo, e tenendo all’ ultimo 
presente che i seminvarianti funzioni di a,, a, (cioé delle /,) son potenze 
di a, arriveremo ad una espressione di q nella quale il numeratore sara 
una funzione intera di a,, ,, i/,,---, 4, @ il denominatore una potenza 
di a,, e quindi, passando ai covarianti avremo |’ identita 


a,, a 


ba Bite Ba Fe Ha) 
dove F é simbolo di funzione intera, che porge Il espressione generale 
delle rappresentazioni tipiche cercate. 

In particolare, come risulta dal n° 18, le condizioni imposte ai 
seminvarianti 4; sono soddisfatte dai g, sicché nella (28) al posto degli H, 
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(28) 
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posson sostituirsi i G,. Si cade allora sulla rappresentazione tipica 
speciale stabilita al § 1. 

Le condizioni imposte agli 4, ci additano anche il criterio in base 
al quale scegliere fra le soluzioni del problema quella che presenta maggior: 
caratteristiche di semplicita. Bisognera scegliere y; in modo che la sua 
derivata rispetto ad a, sia la minima potenza di a, possibile, con che si 
avranno nella (28) le H,; di minimo grado, e il pid basso valor di ¢ 
Sappiamo dai n'18, 19 che la soluzione di questo problema é data dai 
seminvarianti g,, e quindi possiamo concludere che la rappresentazione 
tipica pit semplice (della categoria qui considerata) si effettua mediante 
i covarianti Q, cioé mediante t covarianti quadratici e i determinanti 
funzionali di essi e della forma f,. E questa appunto la rappresentazione 
tipica di Clebsch-Gundelfinger. 

Osservazione I”. Poiché il covariante H, di f, ha come polare 
una potenza di f,, cosi a norma della (1%) del n° 18 nella quale al posto 
di © si ponga Q, sara 


H,=Q;f; +X. 
X essendo in S, un covariante conico: da cui proiettando in S_. e indi 
cando con X la proiezione di X 


29 H Oita + X, 


t 
X essendo un covariante conico d’indice superiore ad n—t € yuindi 
esprimibile a norma della (28) (applicata nello spazio in cul X non ¢ 
pili conico e poi protettata in S,) mediante /,, H,, H,, ..., H;_,. 

L’ applicazione successiva della (2%) permette dunque di esprimere 
i covarianti H, mediante i Q; ed f,, e pertanto la (2‘)) riassume le tra 
sformazioni formali mediante cui da una qualunque rappresentazione tipica 
del tipo (28) pud dedursi quella di Clebsch-Gundelfinger: in particolare 
dunque, sostituendo alle H, le G, compendia i procedimenti formali della 
trattazione di Clebsch. 

Osservazione IL". Non é escluso che opportune riduzioni conducano. 
in casi speciali, a far sparire la f, dal denominatore o dal numeratore 
della (2%). Quest’ ultima circostanza si verifica sempre nella rappresen- 
tazione tipica speciale, come abbiamo visto al § 1. 


$ 4. 
Covarianti coniugati. Altra deduzione della rappresentazione tipica 
speciale. 
36. Gia abbiamo visto al § 3 del Cap. precedente, come, partendo 
da dati seminvarianti, si possono mediante opportune operazioni semin- 
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variantive, costruire altri nuovi seminvarianti. L’ argomento é ben lungi 
dall’ essere esaurito, e varie nuove costruzioni possono escogitarsi sulla 
hase delle operazioni seminvariantive considerate al § 4 di C. 

Cosi ad esempio siano ~ e wy due seminvarianti, e assunto in S| un 
punto P dicansi J, J i suoi iperpiani polari rispetto a p=0, y= 0. 
[1 luogo delle posizioni di P per cui quei due iperpiani sono conjugati 
in una delle polarita fondamentali seminvarianti la cui equazione in 
coordinate di iperpiano non svanisca identicamente, p. es. nella polaritda 
inviluppo P,, (C, n° 19) @ evidentemente un nuovo seminvariante. La 
sua espressione si ottiene evidentemente dal primo membro della (32) 


di C, ponendo al posto delle w,, v. le coordinate di J, J, civé dy cy 


ou cad 
Senza trattenerci sulle proprieta di questi seminvarianti, veniamo # 
un altra costruzione la quale richiede la considerazione di un solo semin- 
variante q. Sia, come prima, JI iperpiano polare di P rispetto a m = 0. 
mentre J denotera | iperpiano polare di P im una delle polarita fonda- 
mentali luogo, per esempio in R, (C, n° 19). Tl luogo delle posizioni 
di P per cui J e J sono conjugati in P, é ancora wn nuove seminvariante, 
la cui espressione si ottiene, ponendo nelle (32) di ( al posto delle u, le 
<, e al posto delle v; le loro espressioni fornite dalle (30) di C in 
funzione delle coordinate di P. 
\ calcoli fatti risulta che il nuovo seminvariante dipende solo dalla 
differenza k — h, e posto r = n + k — h, precisato opportunamente il fattore 
costante, ha I’ espressione 


n 


i ° 9 v/ i\ c 
(30 1p, | = N }ag—, : : 
L - aw \ Ef ca; 
Gms 
Si ha cioé [p,|=—0 se t n cloé se h—k <0, © per i valori di 1 da 0 
ad n» si ottengono n -+- 1 seminvarianti | Po ), [@, ee) . che diremo con- 


jugati del seminvariante @. 

Imperta notare subito alcuni casi particolari. Intanto | m,] = q. e 

(@ 4 —_ ’ 

[v,] = My 5, cloé ig, | & il prodotto di a, (forma) per il seminvariante 
polare di p. Ma di pit [¢,] ¢ tdenticamente nullo giacché per r= 1 il 
secondo membro della (30) altro non ¢ che Xp. Notando che il caso 
t=1, cloé h—k=n—1 pud ottenersi sia per h =n —1, k= 0 come 
per h=n, k=1, e ricordando la definizione geometrica di [,} siamo 
ancora condotti alle due interpretazioni geometriche dell’ equazione dif- 
ferenziale fondamentale, segnalate alla fine del n° 20 di C. 

Infine osserviamo che se p é il peso di w, quello di [p,] & p—rt, di 
guisa che se (J, m) sono i caratteri del covariante ®, quelli di |®,] sono 
(l, m-+- 27) 
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37. Imaginiamo ora di scrivere le (30) per i valori di 7 da 1 ad » 
ed aggreghiamovi I’ equazione differenziale 


n 
V’. cq 
7m= 
PY ht *“7Fe. 
t=1 


che esprime la condizione d’ isobaricita della y (cfr. la nota ') di C 


. . . . . . og ° 
avremo in tutto n +- 1 equazioni lineari fra le n derivate — (i = 1, 2.....n; 
om 


Eliminando queste derivate otterremo una identita del tipo 
31 kop - k,(q) T ks {9s | --- +k, 1 G,) = 9, 


nella quale le k sono, salvo il segno, i determinanti d’ ordine n estratti 
dalla matrice dei coefficienti delle derivate nelle equazioni predette, cioé 
certe funzioni delle a; che dipendono solo dall indice i (e non dan 


t 


Serivendo per disteso quei determinanti si trova subito che: 


Il determinante &, dipende solo da a,,a,,...,a; ed ¢@ divisibile 

per a*-*: posto &; a*-'-h, si ha in particolare h, p. 
h, a,a, — aj ) : 2g, ed inoltre a iy dae. 
au 

Ora é facile dimostrare che le A, (e quindi le k;) sono seminvarianti 
Difatti supposta dimostrata tal proprieta, che é vera per h, = 2¢,. 
per h,,h,,...,h,-, e detto y un semimvariante che contenga a, e quindi 
tale che [y,| + © dalla identita 

u 

$2 page = Say-*h, [9] 


ch’ é una immediata conseguenza della (:31) e delle posiziomi fatte, si 
ricava h, come quoziente di due seminvarianti: quindi anch’ esso é un 
seminvariante **). 

Ora si fissi l’ attenzione sulla circostanza che le [q,| del secondo 
membro di (32) hanno lo stesso grado 1 di y e peso p— 2. Se imagi- 
niamo di sostituire alle [y;| le loro espressioni mediante i relativi semin- 
varianti conjugati scritte a norma della (32) stessa, esprimendo poi questi 
alla lor volta alla stessa guisa, e cosi seguitando, coll’ avvertenza di 
moltiplicare per opportune potenze di a, onde conservare all’ espressione 
la forma intera, avremo se:npre nel 1° membro il prodotto di » per una 
potenza di a, (e per un fattore costante), e nel secondo membro una 
funzione intera delle A; e di certi seminvarianti di grado | (conjugati 
dei conjugati ecc....) il cui peso diminuisce ogni volta di almeno due 
unita. L’ operazione potra dunque protrarsi finché quel peso diverra minore 


“*) Che il quoziente di due seminvarianti (divisibili) sia un nuovo seminvariante 
& pressoché evidente. e di immediata dimostrazione geometrica. 


(ieometria delle forme binarie. 221 


di J e allora i suddetti seminvarianti saran tutti divisibili per a,, per 
cui si avra a meno di un fattore costante 


t = 4 

a‘w = F(a,, hy, h,,..., h,\z) 
F essendo simbolo di funzione intera, e 7 denotando un complesso di 
seminvarianti di grado <1—1. Questi alla lor volta potranno esser 


assoggettati allo stesso trattamento della gw, ed é@ chiaro che cosi segui- 
tando cadremo in definitiva sopra una espressione 


33 ap = Fi ahh, aa h,, ), 
dalla quale son sparite le 7, che porge una rappresentazione tipica per 
mezzo dei seminvarianti h, e quindi dei relativi covarianti. 


Ricordando che 


ee oh is 1 
Ht — gi-', ‘ ~~ i. 
ea; “ ca; 
e quindi 
. ‘7.2 cone 
“th, +(—Itig] =0 
cloe 
h,=(—1)* 5 
h tg.+ y(aga,...4;_,), 


ed esprimendo » a norma della (3°), avremo 


ay h;= (—1)'tg,a; + F(a,hh,...h;,_, 


L’ applicazione successiva di questa formula mostra come le h; molti- 


plicate per potenze di a, siano funzioni intere di a, e dei g, e quindi 


0 0 


permette di dedurre dalla (33) la rappresentazione tipica speciale, che 
resta cosi stabilita per una nuova via. 


(Eingegangen am 14. 11. 1922 








Uber die reellen Ziige der ebenen algebraischen Kurven. 
Von 


A. Wiman in Upsala (Schweden). 


1. Der Satz, daB eine ebene algebraische Kurve n-ter Ordnung 
héchstens }(m --1)(m— 2)-+-1 reelle Ziige besitzen kann, riihrt bekannt- 
lich von A. Harnack') her. Von demselben Verfasser wurde auch ein Ver- 
fahren skizziert, um Kurven C, mit dieser Maximalzahl reeller Ziige zu 
konstruieren. 

Eine Methode von gréBerer Leistungsfahigkeit fiir diesen Zweck hat 
spaterhin Herr D. Hilbert gegeben*). So hatte z. B. Harnack fiir n = 6 nur 
den einzigen Fall, wo ein ausgezeichneter Zug Z einen anderen einschlieBt. 
und auBerhalb des Zuges Z neun untereinander getrennte Ziige liegen. Nun 
bekam Herr Hilbert den zweiten Fall, wo der Zug Z neun getrennte Ziige 
einschlieBt, und auBerhalb desselben nur ein einzelner Zug liegt. Herr Hilbert 
gibt noch vier Beispiele sowohl von Kurven siebenter als achter Ordnung mit 


16 bzw. 22 reellen Ziigen. Doch handelt es sich bei Herrn Hilbert immer 
um Fille mit - 1} ineinander eingeschachtelten reellen Ziigen, und 


meines Wissens sind Fille mit der Maximalzahl reeller Ziige von anderer 
Beschaffenheit in der Literatur itiberhaupt nicht besprochen. Zweck der 
vorliegenden Untersuchung ist es nun nachzuweisen, daB die Methode des 
Herrn Hilbert (und iibrigens auch diejenige von Harnack) noch iiber 
weitere Méglichkeiten Aufschlu8 gibt, welche vielleicht nicht ganz ohne 
Interesse sind. 

Die Anwendung der Methode setzt voraus, daB eine Kurve C, mit 
5(m —1)(m — 2)-+-1 reellen Ziigen existiert, und da8 ein einzelner Zug Z, 
von einem Kegelschnitte K in 2n Punkten A,, A,,..., A,,, geschnitten 
wird, welche als Punkte des Kegelschnittes in der nimlichen Reihe auf- 
einanderfolgen, wie wenn man den Kurvenzug durchlauft. Zwischen zweien 


*) Math. Annalen 10 (1876), S. 189 
*) Math. Annalen 38 (1890), S. 115. 
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dieser Punkte, etwa A; und A,;,,, nimmt man dann auf K 2n -- 4 Punkte 
B,, B,,..., By,,., beliebig an und verbindet B, mit B,, B, mit B,,..., B,,,,, 
mit B,,., durch gerade Linien. Die Gleichung der in diese gerade Linien 
zerfallenden Kurve sei g=(. Ebenso bezeichnen wir mit f—0 die 
Gleichung der Kurve C, und mit k=-0 diejenige des Kegelschnittes. 
Wird dann eine GroBe 4 geniigend klein und mit geeignet gewihlitem 
Vorzeichen bestimmt, so ist 


fk+dég=0 


die Gleichung einer Kurve C,,.,, welche 


n 


1 : ; 1 
x(n —1)(n— 2) +1+2n—l=s5(n+1)n+1, 


d. h. die Maximalzahl von reellen Ziigen besitzt. Der Kegelschnitt K 
schneidet einen der neu entstandenen Ziige in den 2n-+ 4 Punkten 
B,, B,,..., Bs,,, wd zwar derart, daB die Reihenfolge auf dem Kegel- 
schnitte und auf dem Kurvenzuge die namliche ist. Da die Lage des 
Kegelschnittes gegeniiber der neu gebildeten Kurve C,,, genau die ent- 
sprechenden Eigenschaften, wie gegeniiber der urspriinglichen Kurve C,. 
besitzt, so erkennen wir, da8 das besprochene Verfahren von neuem an- 
wendbar ist. 

2. Zunichst nehmen wir als Kurve C, eine zweiteilige Kurve dritter 
Ordnung. Man hat dann zwei Méglichkeiten, je nachdem der Kegelschnitt 
K den paaren oder den unpaaren Zug in sechs Punkten schneidet. Im 
ersten Falle kann der Kegelschnittsbogen, auf dem die Punkte B,, B,, ..., Byy 
gewaihlt werden, entweder auBerhalb oder innerhalb des Zuges belegen sein. 
Dementsprechend bekommt man zwei verschiedene Typen von Kurven C-. 
mit 16 reellen Ziigen, wobei ein Zug Z zwei bzw. cwélf getrennt liegende 
Ziige umschlieBt, und auBerhalb des Zuges Z zwoélf bzw. zwei getrennte 
paare Ziige liegen. Diese Fille findet man auch von Herrn Hilbert aufgezahlt. 

Schneidet andererseits der Kegelschnitt den unpaaren Zug der C, in 
sechs Punkten, so daB die Reihenfolge dieser Punkte auf beiden Kurven 
dieselbe ist, was hier nicht der einzige mégliche Fall ist, so mu das Oval 
der C, innerhalb des Kegelschnittes liegen. Von den drei reellen Wende- 
punkten liegt dann wenigstens einer, welchen wir mit W, bezeichnen, 
auBerhalb des Kegelschnittes. Man bekommt nun sechs Ziige, indem man 
je die beiden Bégen A;A,,, auf dem Kegelschnitte und auf der C, zu- 
sammenfaBt. Unter diesen Ziigen ist einer unpaar, und zwar derjenige, 
welchem der Wendepunkt W, angehért. Die fiinf iibrigen Ziige bieten zwei 
besondere Fille dar, je nachdem der zugehérige Bogenteil der C, innerhalb 
oder auBerhalb des Kegelschnittes liegt; ersteres trifft fiir drei, letzteres 
fiir zwei Ziige zu. Dementsprechend hat man zwei verschiedene Méglich- 
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keiten die Punkte B,, B,, ..., B,, zu wahlen und gelangt so zu den beiden 
iibrigen von Herrn Hilbert gegebenen Typen von Kurven C. mit 16 reellen 
Ziigen, bei denen ein ausgezeichneter Zug 3 bzw. 13 getrennte Ziige ein- 
schlieBt. 

Nehmen wir jetzt die Punkte B,, B,,..., B,, auf dem Kegelschnitts- 
bogen, der als Teil des unpaaren Zuges auftritt, so bekommen wir zunichst 


’ 


eine Kurve C, mit sieben reellen Ziigen, von denen der unpaare Zug die 
zehn Schnittpunkte B, mit dem Kegelschnitte gemein hat. Beim nichsten 
Schnitt gelangen wir zu einer C. mit 16 reellen Ziigen, von denen keiner 
einen anderen umschlieft. Die Rolle des in den vier friitheren Fallen um- 
schlieBenden paaren Zuges wird ja in diesem fiinften Falle vom unpaaren 
Zuge iibernommen. Fiir die C, haben wir wieder die Méglichkeit, die 
Schnittpunkte B,, B,,..., B,, 
Zuge zu wihlen, und dieser Zusammenhang zwischen dem Kegelschnitte 


mit dem Kegelschnitte auf dem unpaaren 


und dem jedesmaligen unpaaren Zuge laBt sich stets beibehalten. Man 
ersieht so die Richtigkeit des Satzes: 

Fiir jede ungerade Ordnung n gibt es Kurven mit der Mazimalzahl 
reeller Ziige von der Beschaffenheit, daB keiner von den 4(n —1)(n — 2) 
paaren Ziigen einen anderen umschlieft*). 

Diese Eigenschaft la8t sich stets mit der anderen kombinieren, dab 
der unpaare Zug von einer geraden Linie in n verschiedenen Punkten ge- 
troffen werden kann. Zunidchst bemerken wir, da8 fiir die zu konstruierende 
C, der unpaare Zug beliebig nahe an einem Teile des unpaaren Zuges 


der vorhergehenden C,_, und einem Teile des Kegelschnittes sich an- 


schlieBen 148t. Die Methode liefert auch durch Zusammenriicken der 
Punkte A, die Méglichkeit einer beliebig weitgehenden Reduktion der zu- 
gehérigen restierenden Teile. Gibt es nun eine gerade Linie, welche den 
unpaaren Zug der C,_, in nm — 2 Punkten und den Kegelschnitt in zwei 
reellen Punkten trifit, so ist es offenbar immer méglich, die Punkte 
B,, B,, ..., By,,-«)44, Welche ja fiir die C, als Punkte A,, A,, ..., A,,, 
auftreten, so zu wahlen, daB simtliche m Schnittpunkte den zu dem un- 
paaren Zuge der C, gehérigen Teilen des unpaaren Zuges der C,_, bzw. 
des Kegelschnittes angehéren. Im Falle n — 2 —3 findet man aber leicht 
eine solche Gerade, welche etwa durch den Wendepunkt W, gehen kann, 
und hiermit ist die Sache klargestellt. 

Wird die Methode auf die vier von Herrn Hilbert aufgezihiten Typen 
von Kurven C. mit 16 reellen Ziigen angewandt, indem jedesmal der aus- 


*) Da Rohn (Math. Annalen 78 (1912)) bewiesen hat, daB es keine C, mit 11 sich 
gegenseitig ausschlieBenden Ovalen gibt, so waren von vornherein meine Erwartungen 
keineswegs auf allgemeine Sitze von dem obigen Typus gerichtet. 
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gezeichnete paare Zug zusammen mit dem Kegelschnitte in 2n neue Ziige 
zerlegt wird, so bekommen wir stets Kurven C,,, mit bloB einem aus- 
gezeichneten paaren Zuge, so daB die iibrigen paaren Ziige untereinander 
getrennt liegen miissen. Es mége hervorgehoben werden, da8 fiir n = 1 
(mod 4) in allen vier Fallen die gleiche Anzahl von }(n —1)(n — 5) Ziigen 
von dem ausgezeichneten Zug umgeschlossen wird, also 4 fiirm =. Durch 
Anwendung der Methode auf Kurven von siebenter oder héherer Ordnung 
ohne ausgezeichnete paare Ziige kann man aber andere Fille mit nur einem 
solchen Zuge herleiten. In den beiden neuen Typen von C,, die man in 
solcher Weise erhalt, werden 8 bzw. 22 getrennte Ziige von dem aus- 
gezeichneten Zuge umgeschlossen, und auBerhalb desselben liegen 19 bzw. 5 
getrennte paare Ziige. 


3. Fiir den Fall einer geraden Ordnung n gelangt man durch An- 
wendung unserer Methode zu dem folgenden Satze iiber Kurven mit der 
Maximalzahl! reeller Ziige, von denen nur ein einziger andere umschlieBt, 
die iibrigen }(m —1)(nm — 2) mithin unter sich getrennt liegen: 


Ist n=2(mod4), so kann der ausgezeichnete Zug entweder 
i(n — 2)(n —4) oder 'n(n—2) Ovale umschlieBen; hat man aber 
n= 0(mod 4), so erhdlt man durch unsere Methode nur den ersten Fall 
von (nm — 2)(m — 4) eingeschlossenen Ovalen*). 

Man bemerke, wie dieser Satz mit den bekannten Tatsachen fiir 
n= 2,4,6 in Obereinstimmung steht. Im Falle n = 4 besteht natiirlich 
iiberhaupt keine Méglichkeit von 3n(n — 2) = 3 eingeschlossenen Ovalen. 
Inwieweit der im Satze angedeutete Unterschied zwischen den Fallen n = () 
und » =2(mod4) auch sonst bei Benutzung anderer Hilfsmittel sich er- 
halten 14Bt, bleibt zu untersuchen. 

Die beiden Méglichkeiten, welche fiir n = 2(mod4) in verschiedenen 
Anzahlen von inneren Ovalen ihren Ausdruck finden, lassen sich erkliren. 
indem man die Konstruktion mit n= 2 anfiingt. Auf zweierlei Weise 
laBt sich ja der die Punkte B,, B,,..., B, enthaltende Bogen des Kegel- 
schnittes K wahlen, namlich entweder auBerhalb oder innerhalb des anderen 
Kegelschnittes, und es ist hiervon abhingig, ob man durch die Methode 
zu einer C, mit einem oder neun eingeschlossenen Ovalen gelangt. Setzt man 
im ersten Falle die Konstruktion fort, indem man stets den ausgezeichneten 
Zug auflést, so wird nie der neue ausgezeichnete Zug andere Ovalen ein- 
schlieBen als solche, die im Inneren des Kegelschnittes K liegen, und von 
diesen nicht die zuletzt gebildeten. Man findet aber auch, daB, falls ein 
Oval im Inneren von KX nicht innerhalb des ausgezeichneten Zuges der 


*) Hiermit ist natiirlich nichts iiber andere etwa existierende, durch unsere 
Methode nicht zugingliche Méglichkeiten gesagt. 
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Kurve von der Ordnung n liegt, sie diese Eigenschaft beziiglich der 
naichsten Kurve von der Ordnung n -+ 2 erhalten wird, und umgekehrt. Da 
bei dem Cbergange von einer C, zu einer C,,, der ausgezeichnete Zug 
durch eimen neuen ausgezeichneten Zug sowie durch n — 1 Ziige innerhalb 
und n Ziige auBerhalb des Kegelschnittes K ersetzt wird, so ist ersichtlich. 
daB in diesem Falle fiir jede gerade Ordnung n der ausgezeichnete Zug stets 


(n—5)+(n-—9)+...4)= Fin — 2)(n — 4) 
andere Ziige umschlieBt. 

Im zweiten Falle wird beim Ubergange von einer C, zu einer C,,, 
der ausgezeichnete Zug durch den neuen ausgezeichneten Zug, n — 1 Ziige 
auBerhall und m Ziige innerhalb des Kegelschnittes K ersetzt. Unter den 
iuBeren Ziigen werden diejenigen, welche fiir n = 0 (mod 4 ) gebildet werden. 
von dem ausgezeichneten Zuge jeder folgenden C, ,,, (& >0) umschlossen 
Hierzu kommt, daB im Falle n = 2(mod4) der ausgezeichnete Zug noch 
simtliche im Inneren des Kegelschnittes K liegende Ziige einschlieBt, deren 
Anzah! 


») 


l 
2+4+4+...+(n—2) n(n — 
l i ( ri (7 


ist. Je nachdem n= 0 oder 2 (mod4), liegen mithin innerhalb des aus- 
gezeichneten Zuges 


1 l $ 
—(n 2)\in —4) baw. —n(n — 2)+—nin 2)=—n(n — 2) 
8 4 s 


andere Ziige, wie unser Satz aussagt. 
4. Wir heben noch den folgenden Satz hervor: 


Fiir jede gerade Ordnung 2n gibt es Kurven mit der Maximalzahl 
reeller Ziige, von denen }(n —1)(m — 2) Paare ineinander eingeschachtelt 
sind, und die iibrigen n* isoliert liegen. 

Um diesen Satz zu beweisen, betrachten wir eine C,, mit der Maximal- 
zahl reeller Ziige, bei welcher fiir ungerades n die paaren Ziige simtlich 
getrennt liegen, und der unpaare Zug von einer Geraden in n verschiedenen 
Punkten getroffen werden kann, und fiir gerades n der einzige ausgezeichnete 
Zug von einem Kegelschnitte in 2n verschiedenen Punkten sich schneiden 
laBt. Es ist dann offenbar méglich, einen Biischel von Kurven n -ter Ordnung 


1) f+ip=90 
zu konstruieren, dessen simtliche n* Basispunkte verschieden sind und dem 


unpaaren bzw. ausgezeichneten Zuge der urspriinglichen Kurve f= 0 an- 
gehoéren. Fiir genitigend kleine 4-Werte schlieBen sich die Kurven des 


5) Das letzte Glied 3 oder 1 
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Biischeis ganz nahe an die Kurve f= 0 an. Sind 4=4,. 4, zwei solche 
1-Werte, so werden durch die Bégen der besonderen Ziige zwischen je zwei 
aufeinanderfolgenden Schnittpunkten n* Gebiete begrenzt, und die iibrigen 
= (nm —1)(m — 2) Ziige der beiden Kurven miissen eben so viele Paare von 
ineinander eingeschachtelten Ziigen bilden. Bedeutet F = 0 eine nullteilige 
Kurve von der Ordnung 2, so hat man in 


(2) (THA P+ 49 \+-2+F=0 

eine Kurve mit den im Satze angegebenen Eigenschaften, falls nur « ge- 
niigend klein und mit geeignetem Vorzeichen genommen wird. Da hier- 
durch die Kurve (2) sich beliebig nahe an die beiden Kurven f +-4,q = 0 
und 7+ A,g— 0 anschlieBen laBt, so bekommen wir }(n —1)(n— 2) 
Paare von ineinander eingeschachtelten Ziigen und daneben bei richtig 
gewahltem Vorzeichen n* getrennte Ziige, von welchen je einer in den n* 
von den beiden besonderen Ziigen begrenzten Gebieten liegt"). 


Ist n gerade, so liefert diese letzte Methode noch andere Kurven von 
der Ordnung 2 mit der Maximalzahl reeller Ziige. Man kann ja dann 
von beliebigen Fallen von der Ordnung m ausgehen, zu denen man durch 
Anwendung der Methode des Herrn Hilbert gelangt. 


Kurven (2), die zu verschiedenen Werten von ¢ gehéren, haben offenbar 
miteinander keinen reellen Schnittpunkt gemein, und die entsprechenden Ziige 
miissen in Einschachtelung liegen. Bedeuten also ®, = 0 (¢ =1, 2,..., 1) 


verschiedene solche Kurven, und ist = 0 eine Kurve von der Ordnung 


2rn, so hat man in 
3 D,b,...9,+47=0 


eine Kurve von der Ordnung 2rn, welche }}(m —1)(n — 2) Systeme von 
je 2r Ziigen und n* Systeme von je r Ziigen in Einschachtelung besitzt. 

Vorausgesetzt wird natiirlich dabei, auBer der schon besprochenen Be- 
dingung fiir die in die ®, eingehenden GréBen ¢, daB in geeigneter Weise 
klein gewahlt wird. 

Kurven von der Ordnung 2rn, welche reejle Ziige von der oben be- 
sprochenen Anzahl und gegenseitigen Lage enthalten, diirften nach der 
Terminologie des Herrn F. Klein immer orthosymmetrisch sein, so dab 
keine weiteren reellen Ziige bei denselben vorkommen kénnen. Fiir n = 2 
laBt sich dies unmittelbar beweisen. Es handelt sich ja dann um Kurven 
von der Ordnung 47 mit vier Systemen von je r ineinander eingeschachtelten 
Ziigen. Ein Kegelschnitt, der durch je einen inneren Punkt zu diesen vier 


®) Den in dieser Nummer beschriebenen Fall hatte ich von vornherein ohne 
sichere Begriindung vermutet und wurde dadurch zu dieser Untersuchung veranlaBt. 
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Systemen geht, hat schon 8r reelle Schnittpunkte mit der Kurve gemein, 
und diese Anzahl wiirde man bei der Existenz von weiteren reellen Ziigen 
iiberschreiten kénnen. 


Kingegangen am 7. 4. 1923.) 


Zusatz bei der Korrektur. Erst nach der Einsendung der vor- 
liegenden Note bin ich auf eine Arbeit des Herrn Ragsdale‘) aufmerksam 
geworden, in welcher die Leistungsfahigkeit der Methoden von Harnack 
und Herrn Hilbert eingehend untersucht wird, und unter anderem das 
Wesentliche von den Ergebnissen, die ich in den Nummern 2 und 3 ent- 
wickelt habe, gegeben wird. Diese offenbar noch wenig bekannten Resul- 
tate haben aber Bedeutung fiir das Verstiindnis der Nummer 4, auf welche 
ich das Hauptgewicht gelegt habe. Bei der Abfassung dieser Nummer 
war es mir aber nicht ganz klar, daB es sich dabei nur um ein erstes 
Beispiel einer allgemeinen Erweiterung der Methode handelt, wo als Hilfs- 
kurve, die bei Harnack eine gerade Linie und bei Herrn Hilbert ein 
Kegelschnitt ist, eine médglichst vielteilige Kurve allgemeiner Ordnung k 
auftritt, nimlich fiir n=. Bei der Konstruktion einer méglichst viel- 
teiligen C,,, hat man also von zwei méglichst vielteiligen Grundkurven 
C,, und C, auszugehen, wobei simtliche nk Schnittpunkte reell sind und 
in der namlichen Reihe auf je zwei einzelnen Ziigen aufeinanderfolgen 
Das eigentliche Problem ist dann darzulegen, auf welche wesentlich ver- 
schiedene Weisen sich diese letztere Bedingung erfiillen lait Diese Ver- 
haltnisse werden durch die Identitit 


”» 


Lint+k -l)(n+k—2)+1 Jin -1)(n— 2) 
"(k—1)(k 2)+ nk 


beleuchtet. Nun glaubt zwar Herr Hulburt*) die Unméglichkeit eine: 
derartigen Erweiterung der Methode dargetan zu haben, und Herr Ragsdale 
hat auch diesen Beweis erwahnt. Was aber dabei nicht bemerkt wurde, 
ist, daB bei jeder einzelnen Anwendung der Methode die Hilfskurve und 
die Kurve C, eine véllig analoge Rolle spielen, daB also die Hilfskurve 
wie die C, méglichst vielteilig sein muB, so daB bei der Erweiterung der 
Methode einteilige Hilfskurven nicht ausreichen, und nur fiir solche gilt 
der besprochene Unmiglichkeitsbeweis. [{ Upsala, 5. 9. 123. ] 


*) Amer. Journ. of Math. 28 (1906). 
*) Amer. Journ. of Math. 14 (1292) 


Kliminationstheorie und allgemeine Idealtheorie. 
Von 


Emmy Noether in Géttingen 


Es handelt sich im folgenden um eine Einordnung der Eliminations- 


theorie — in der arithmetischen Fassung, die ich der Hentzeltschen Dar- 
stellung gegeben habe') und die sich als eine Idealtheorie im Polynom- 
bereich bezeichnen laBt -- in die allgemeine Idealtheorie*), zugleich um 


eine Neubegriindung der auf die Nullstellen beziiglichen Teile. Die Grund- 
begriffe beider Theorien sind in § 1 kurz zusammengestellt, ebenso die 
der Kérpertheorie*), so da8 ich mich hier darauf beziehen kann. 

Einordnung und Neubegriindung gruppieren sich um vier Frage- 
stellungen: Arithmetische Fassung des Dimensionsbegriffes; Theorie der 
Nullstellen; Zusammenhang der Zerlegungssiitze fiir Normen und Ele- 
mentarteiler mit denen der allgemeinen Idealtheorie; Charakterisierung 
der Primideale und Primirideale durch Norm und Elementarteilerform. 

Die arithmetische Fassung des Dimensionsbegriffes (§ 4) geschieht 
durch Ketten von Primidealen, das arithmetische Aquivalent dafiir, da® 
es auf Flachen Kurven, auf Kurven Punkte gibt. Diese arithmetische 
Fassung, die mit der Parameterdefinition der Eliminationstheorie als 
identisch nachgewiesen wird, liBt sich mit leichter Modifikation auf be- 
liebige Ringbereiche iibertragen und gibt dort zusammen mit der Ober- 
tragung gewisser Teile der iibrigen Fragestellungen eine genaue Einsicht 
in den Aufbau der Ideale, wie ich an anderer Stelle zeigen werde. 

Die Frage der Nulistellen wird bei H.-N. wie iiblich fiir das gegebene 
Ideal direkt in Angriff genommen, und zwar durch Zuriickgehen auf suk- 


*) Hentzelt, Kurt: Zur Theorie der Polynomideale und Resultanten. Bearbeitet 
von E. Noether. Math. Ann. 88 (1922), 8S. 53—79; zitiert H.-N. 

*) Noether, E.: Idealtheorie in Ringbereichen, Math. Ann. 83 (1121), 8. 24—66; 
zitiert Idealtheorie. 

%) Steinitz. E.: Algebraische Theorie der Kérper, J. f. M. 137 (1910), S. 167—309; 
zitiert Steinitz 
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zessive Elimination, wobei der Charakter des Verifizierens nicht ganz ver- 
mieden wird. Im Gegensatz dazu steht der fiir Polynome einer Ver- 
iinderlichen stets begangene Weg; man stellt das gegebene Polynom als 
Produkt von Potenzen von Primfunktionen (Primarfunktionen) dar und 
konstruiert fiir jede einzelne Primfunktion den Nullstellenkérper als emen 
dem Restklassenkérper isomorphen Koérper. Der Grad der Primfunktion 
gibt den Grad dieses Kérpers; der Grad der Primirfunktion aber, deren 
Nullstellen mit denen der Primfunktion iibereinstimmen, gibt den (rad 
des Ringes der Restklassen nach dieser Primirfunktion. Geht man bei 
jeder Primfunktion zum Galoisschen Kérper iiber, so kommt die Zerlegung 
in Linearfaktoren; und damit ist fiir das urspriinglich gegebene Polynom 
die Frage der Nullstellen, Zerlegung in Linearfaktoren und Multiplizitiit 
erledigt. Ganz entsprechend wird hier (§ 3) das System der Restklassen 
nach einem Primideal durch Quotientenbildung zum Restklassenkérpe: 
erweitert und ein dazu isomorpher Nullstellenkérper konstruiert. Diese: 
Nullstellenkérper enthalt einen durch Adjunktion von Unbestimmten 

etwa z;,,,..., 2, — erzeugten Teilkérper; der Grad der Norm gibt 
den Grad in bezug auf diesen Teilkérper; zugleich ergibt sich durch Uber- 
gang zum Galoisschen Kérper die Zerlegung der Elementarteilerform und 
damit der Norm in Linearfaktoren. Fiir das zugehérige Primarideal aber 
sind die Nullstellen die gleichen; die Zerlegung ist ebenfalls mitgegeben, 
da die Norm eine Potenz der Elementarteilerform des Primideals wird (§ 2): 
der Grad der Norm gibt den Grad des Ringes der Restklassen nach dem 
Primarideal in bezug auf den aus den Unbestimmten abgeleiteten Teil- 
k6érper. 

Damit ist aber die Frage der Nullstellen eines beliebigen Ideals zu- 
riickgefiihrt auf den Zusammenhang der Zerlegungssdtze fiir Normen und 
Elementarteiler mit denen der allgemeinen Idealtheorie (§ 5). Der Tat- 
sache, daB die Nullstellen des Ideals sich aus denen seiner einzelnen zu- 
gehérigen Primideale zusammensetzen, entspricht die Zerlegung der Norm 
in gréBte primaire Faktoren, die gleich Potenzen der Elementarteilerform 
der einzelnen zugehérigen Primideale werden‘); damit ist die Zerlegung 
in Linearfaktoren fiir die Norm allgemein geleistet. Die Multiplizitat aber 
findet bei H.-N. ihre Deutung vermége der Grundideale und ihrer Kom- 
ponenten; es wird der Grad eines gréBten primaren Faktors der Norm 
gleich der Anzahl linear unabhingiger Restklassen — bei Adjunktion von 
ings +++, #, — des Grundideals (¢ — 1)-ter Stufe nach einer Komponente 
des Grundideals 7-ter Stufe. Nun wird das Grundideal (7 — 1)-ter Stufe als 


*) Dieses Parallelgehen der Eliminationstheorie mit der allgemeinen Idealtheorie 
ist bei der Kroneckerschen Eliminationstheorie nicht erfiillt; vgl. dazu H.-N.. Anm. ' 
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identisch nachgewiesen mit der isolierten Komponente der Zerlegung, die 
eindeutig definiert ist durch alle Primideale von héherer als der (nm — ¢)-ten 
Dimension; eine Komponente des Grundideals i-ter Stufe aber als identisch 
mit der isolierten Komponente der Zerlegung, die definiert ist durch das 
dem Faktor der Norm entsprechende Primideal und alle Primideale héhere: 
Dimension. Und der Grad des entsprechenden Faktors der Norm wird 

bei Adjunktion von z,;,,,..., 2, — gleich dem Grad desjenigen Teil- 
ringes der Restklassen dieser Komponente, der nur aus Klassen des Grund- 
ideals (¢ — 1)-ter Stufe besteht. 


Die Charakterisierung der Primideale und eigentlichen Primdrideale (§ 6) 
ergibt sich als direkte Folgerung der Betrachtung der Restklassenkérper 
Ist der urspriingliche Koeffizientenbereich ein vollkommener Kérper, so 
entsprechen den Primidealen als Norm und Elementarteilerform Prim- 
funktionen, den eigentlichen Primiridealen eigentliche Primarfunktionen. 
und umgekehrt. Bei unvollkommenem Ko6rper als Koeffizientenbereich 
lassen sich nur Bedingungen angeben, die entweder notwendig oder hin- 
reichend sind; es kann, wie an Beispielen gezeigt wird, die Norm eines 
Primideals eigentlich primar werden, die Elementarteilerform eines eigent- 
lichen Primarideals eine Primfunktion. Genauer wird hier bei Charakte- 
ristik p die Norm eines Primideals die p%-te Potenz (g >) seiner Ele- 
mentarteilerform; wahrend bei eigentlichen Primaridealen, deren Elementar- 
teilerform eine Primfunktion ist, die Norm eine beliebige Potenz werden 
kann, wie wieder Beispiele zeigen. Es werden schlieBlich noch absolute 
Primideale betrachtet (§7), d.h. solche, die Primideale bleiben bei Er- 
weiterung des Koeffizientenbereiches zu einem algebraisch abgeschlossenen 
Kérper. Bei absoluten Primidealen mit Koeffizienten aus einem (endlichen 
algebraischen Zahlkérper fiihrt die Charakterisierung zur Ubertragung eines 
zuerst von A. Ostrowski fiir absolute Primfunktionen aufgestellten Satzes: 
Es bleibt die Eigenschaft, Primideal zu sein, erhalten modulo jedes Prim- 
ideals des Zahlk6rpers, héchstens mit endlich vielen Ausnahmen. 


Es sei noch auf die Analogie der letzten Fragestellung mit der Ideal- 
theorie in algebraischen Zahlkérpern hingewiesen. Als Elementarteilerform 
eines solchen Ideals ist die kleinste durch das Ideal teilbare ganze ratio- 
nale Zahi aufzufassen (Anm. *°)), die also fiir ein Primideal stets Prim- 
zahl wird, wahrend umgekehrt ein Ideal Primideal wird, sobald seine 
Norm Primzahl ist; auch die Beweise laufen ganz parallel. Die oben 
angefiihrten Beispiele zeigen also, da8 bei unvollkommenem Koérper das 
Analogon zu Primidealen héheren Grades und zu Verzweigungsidealen 
auftritt, wahrend es bei vollkommenem Kérper nur Primideale ersten 
Grades und keine Verzweigungsideale gibt. 








tw 
ow 
te 


E. Noether. 


$1. 
Grundbegriffe der Eliminationstheorie, allgemeinen Idealtheorie 
und Kérpertheorie. 


1. Der Bereich. Es bezeichne & den Integritatsbereich aller Poly- 
nome in y,,...,y, mit Koeffizienten aus einem abstrakt definierten 
Kérper P. Die y seien einer Transformation mit Unbestimmten u,, als 
Koeffizienten unterworfen”): 


1) Yo = Uy Zt .-- + Mere; ---3 Yo Wana Za tt +++ + Mua te 


mit der Umkehrung 


1’) vy bi Yr --- > bai Yas ---3 Tn binYit--- + tanYn- 

und die u,,, oder was wegen der gegenseitig rationalen Ausdriickbar- 
keit damit gleichbedeutend ist die t,, zu P adjungiert, so da8 der 
Koeffizientenbereich P(u) P(t) entsteht; { bezeichne den Integritits- 
bereich aller Polynome in z,,..., 2, mit Koeffizienten aus P(u). Die 
Bereiche und & liegen der Eliminationstheorie zugrunde; es werden 
ideale a, b.... in J und a, b, ... in & betrachtet. Ein Ideal in einem 


beliebigen Ring ist dabei wie iiblich dadurch definiert, daB es neben « 
und £ auch « — f enthalt, neben « auch ic, unter 4 ein beliebiges Ring- 
element verstanden; o bedeute stets das aus allen Elementen bestehende 
Einheitsideal. 


2. Transformierte Ideale. Ein Ideal m in 3 heibt transformiert. 
wenn es aus einem Ideal m in  vermége (1) bei Adjunktion der wu, 
oder t,, entsteht. m besteht also, wenn f(y) oder g(y) alle Polynome 
aus in durchlaufen, aus allen linearen Verbindungen 
f(r = 2U(u)f(y) = 2U,(u) f(x) 
oder auch 

gix 27 (t)9,(y) = 2T,(t)9,(2); 


hierin sind insbesondere alle 7. (2) = /,(y) enthalten, oder, was auf das- 
selbe hinauskommt, alle g,(x)=9,(y). Da f(x) baw. g(x) nur bis auf 
GréBen aus P(u)—P(t) festgelegt sind, diirfen die U;, T; ohne Be- 
schrankung der Allgemeinheit als Potenzprodukte der u bzw. t angenommen 
werden. f(x), g(x) gehen wieder in Polynome aus m iiber, wenn U, T 
durch irgendwelche anderen Potenzprodukte ersetzt werden, also insbesondere 
durch Vertauschen der Spalten von (1) bzw. der Zeilen von (1’); somit 
enthalt m neben irgendeinem Polynom auch alle durch Vertauschung der x 


®) Die Transformation ist im Hinblick auf § 3 usw. etwas allgemeiner als bei 
H.-N., wodurch alle dortigen Resultate um so mehr erhalten bleiben 
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daraus entstehenden, sofern nur in den von u bzw. t abhingenden Ko- 
effizienten die entsprechenden Vertauschungen vorgenommen werden. Alle 
im folgenden auftretenden Ideale sollen — wenn nicht ausdriicklich das Gegen- 
teil bemerkt ist — als transformiert angenommen werden. Nichttransformierte 
Ideale gehen durch Zusammensetzen von (1) mit x;= v,,2z,-+...+ ,,2, 
in transformierte im Polynombereich der z mit Koeffizienten aus P(u, v) 
liber, wihrend dieses Zusammensetzen bei transformierten Idealen nur auf 


ein Ersetzen der u,, durch bilineare Verbindungen der u,v herauskommt. 


3. Bezeichnung. Unter f”, g®,...,a%,b™, ... seien durchweg 


> Ro MR ad . . 
Polynome in ¥ verstanden, die von z,,...,x;_, frei sind. 


4. Grundideale. Jedem Ideal m sind n Grundideale g,,9,,....9,_, 
zugeordnet durch die Festsetzung: Das Grundideal (i — 1)-ter Stufe g,_, 
enthalt alle und nur die Polynome G(2), fiir die es ein — im allgemeinen 
mit G(x) sich anderndes — Polynom b“ + 0 gibt, derart, daB b" G(x) =0(m) 
wird. Aus der Existenz der Idealbasis folgt daraus auch die Existenz 
mindestens eines fiir alle G(x) festen B™, so daB also 


2 Bg. ,=0(m), B°+0 


wird. Die Grundideale transformierter Ideale werden selbst transformierte 
Ideale (H.-N. Satz VI). Das Grundideal i-ter Stufe g; ist auch definiert 


als das Ideal, in das m bei Adjunktion von z,,,, ..., 7, zu P(u) iiber- 
geht. wenn man sich — was dann keine Beschriinkung der Allgemeinheit 
bedeutet — auf in z;,,,..., 2, ganze Polynome beschrankt; g, wird stets 


gleich dem Einheitsideal o. 


5. Moduldarstellung der Ideale, Elementarteiler und Einzel- 
normen. FaBt man jedes Polynom f(x) auf als Linearform in den 
Potenzprodukten & von 2,,...,2;_,, mit Polynomen a“ als Koeffizienten, 
so geht «das Ideal m iiber in einen Modul 9; _, aus Linearformen in 
bezug auf den Bereich der a; d.h. M,_, enthalt neben irgend zwei 
Linearformen auch ihre Differenz, neben einer Linearform /(£) auch a1(é) 
bei beliebigem a“. Als Grundmodul eines solchen Moduls 9% wird die Ge- 
samtheit der Linearformen g () bezeichnet, fiir die b g() = 0(M), 6 + 0 
wird; das Grundideal g;_, geht also bei der Moduldarstellung in den Grund- 
modul @,_, von M,;_, iiber. M,_, und G,_, hingen von unendlich vielen 
Unbestimmten & ab, derart, daB in jeder einzelnen Linearform nur endlich 
viele dieser Unbestimmten auftreten. I, , hat die charakteristische Eigen- 


schaft, bei Adjunktion von z;,,,..., 2, zu P(w) nur endlich viele von 
der Einheit verschiedene Elementarteiler zu besitzen; d. h. G,_, und M;_, 
lassen bei dieser Adjunktion eine Basisdarstellung zu — unter ¢ neue 


Unbestimmte verstanden, die mit den & durch umkehrbar lineare, in z; 
Mathematische Annalen. 90. 16 
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ganze Transformation zusammenhingen, derart, daB in ¢;= 1,(&), & r 
nur jeweils endlich viele dieser Unbestimmten auftreten 

G,_, (Gas bas ©<¢s Gop Sette -* «5 Gotes << 
' +(@) +(é) » +(t) - 
PN) ge ee Oe Oe ey eee & 


wo jedes £,” im vorangehenden aufgeht (H.-N. (24) und (28)). 


Der héchste Elementarteiler E™’ ist auch definiert als gréBter gemein- 


samer Teiler im Polynomsinn aller in (2) auftretenden B“’: er 
kann als ganz und primitiv in z,,,,...,2, angenommen werden und 
wird dann regular in x,, d.h. BE“ enthalt den Term z/ mit von Null 


| 
verschiedenem Koeffizienten, wenn es vom Grade 4 in den x ist. 


Das Produkt R™ aller in (3) auftretenden Elementarteiler wird als 
Norm von @,_, nach MW, , oder auch als Einzelnorm des Ideals m be 
zeichnet; in Zeichen und unter Beriicksichtigung, daB m bei der Adjunktion 


von X,;,,,--+, 2%, im g; tibergeht: 


R , E“ Ez; ° E 1 Ni %, 1 Mi, 1 Ni 9; 1 qj ). 


Wie (3) zeigt, wird R™ bei Adjunktion von 2;,,,...,2, gleich der De 


terminante der Ubergangssubstitution von @,_, nach I,_,, und der Grad 


von R™ gibt die Anzahl der in bezug auf P(u,z;,,,...,2%,,) linear un- 
abhangigen Restklassen von @,_, nach J; _,, also von g; , nach g; an; 


1 1 
R™ kann als ganz und primitiv in z,,,, ..., r, angenommen werden und 
wird dann regulir in x,. R™ laBt sich berechnen als gréBter gemein- 
samer Teiler im Polynomsinn aller o-reihigen Determinanten irgend- 


eines stets existierenden Moduls 9°, vom Range @ von der Eigenschaft. 


daB das Restklassensystem ©, | N* , isomorph wird zu G,_, | M, > unter 


G* , den Grundmodul von Wi", verstanden (H.-N. Satz VII und §5 


5. Elementarteilerform und Norm (Resultantenform) der 
Ideale. Das Produkt EE, =—E° E™...E™ aller héchsten Elementar- 


9 


teiler wird als Elementarteilerform, das Produkt Ry = R "R®  ..R™ aller 
Einzelnormen als Norm (Resultantenform )*) von m bezeichnet. Elementar- 
teilerform und Norm werden durch das Ideal teilbar; die Norm wird durch 
die Elementarteilerform, eine Potenz der letzteren durch die Norm teil- 


bar. Allgemeiner gilt noch: 


E" | O(q;); Py i Qj-1 
4 
R" 4; (a) B...8'¢ 


i 


O(m) und folglich 
O(m), (H.-N. Satz VIII 


i 


und weiter: Ist m teilbar durch n, und stimmen die Normen Ry, und R 


Bei H.-N. wird nur die Bezeichnung Resultantenform gebraucht; die Bezeich 
nung Norm entspricht den arithmetischen Eigenschaften 


Eliminationstheorie und Idealtheoric. 235 


iiberein, so stimmen auch die Ideale m und n tiberein (H.-N. Satz 1X) 
Beachtet man, daB fiir einen Teiler von m aus dem Ubereinstimmen von 
RR”... das Ubereinstimmen der Grundideale g,, g,... folgt und dal 
stets gg = 0 ist, so kommt ganz entsprechend: Ist n ein echter Teiler 
von m, so wird die erste Einzelnorm von nu, die von der entsprechenden 
von m verschieden ist, ein echter Teiler*). Enthalt m ein Polynom G” + 0. 
so werden nach Definition q,, 9,,--.,9;-, gleich dem Einhettsideal; und 
somit werden R"’,...,R“~” nach der in 5. angegebenen Eigenschaft 
der Einzelnormen, die Anzahl linear unabhingiger Restklassen zu be- 
stimmen, gleich der Einheit; folglich werden auch E"’...., B®” gleich 
der Hinheitt. 

7. Zerlegung der Einzelnormen und Elementarteiler; Kom- 
ponenten der Grundideale. Unter einer Primfunktion wird ein in 
bezug auf P(u) irreduzibles Polynom verstanden, unter Primiarfunktion 
die Potenz einer Primfunktion; eine eigentliche Primirfunktion ist eine 
solche, die nicht zugleich Primfunktion ist, wo es sich also um héhere 
als erste Potenz handelt. Eine Zerlegung eines Polynoms in gréBte primiire 
Faktoren ist eine solche, wo jeder Faktor Primarfunktion ist, das Produkt 
irgend zweier Faktoren aber nicht mehr primir*). Der Zerlegung der 
Kinzelnorm R“ — N(q,_,!g;) in gréBte primire Faktoren Q)” entspricht eine 
Darstellung von gj als kleinstes gemeinsames Vielfaches g; = [1,, T., ..., Un}. 
derart, daB Q”” = N(q, , als Grundideal 
i —1)-ter Stufe, und stimmt mit seinem Grundideal /-ter Stufe iiberein: 
die r, werden als die Komponenten der Grundideale bezeichnet. Der 
héchste Elementarteiler von r, wird gleich dem gréSten gemeinsamen 
leiler im Polynomsinn von oy und £”. also gleich einem gréBten 
primaren Faktor von E“. Die r, sind eindeutig bestimmt durch ih 
oben angegebenes Verhalten in bezug auf die Grundideale und durch die 
Forderung, daB entweder Einzelnorm oder héchster Elementarteiler ein 
gréBter primirer Faktor von R™ bzw. E“ werden soll (H.-N. Satz X 

g 


,|t,) wird; r, besitzt dabei q; 


4/ 4 


Dimensionsbegriff. Dem Ideal m wird die Héchstdimension 
n—% gugeschrieben, wenn R™ die erste von der Einheit verschiedene 
Einzelnorm ist oder was nach j. damit gleichbedeutend ist, wenn g 
das erste vom Einheitsideal verschiedene Grundideal ist; dem Einheits- 


Dagegen kéinnen spiitere Faktoren von Rk Vielfache der entspreclenden 
Faktoren von Ry werden; z. B. immer, wenn m Primidcal ist und n nicht das 
Einheitsideal 

*) Die Definition von Primfunktion und Primarfunktion lieBe sich auch in 
yenaucr Analogie mit 11. fassen, indem man nur das Wort Ideal durch Polynom 
ersetzt. Die gréBten primiaren Faktoren sind das Analogon zu den gréBten primiren 
Komponenten der Zerlegung in 12. 

16* 
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ideal o wird die Dimension — 1 zugeschrieben. Ist nur eine von der Ein- 
. . 4° { . 
heit verschiedene Einzelnorm #™ vorhanden, wird also g; = g;,, =... = ™. 


so wird die Héchstdimension auch als Dimension von m bezeichnet. Ent- 
hilt m ein Polynom G + 0, so ist es héchstens von der Héchstdimen- 
sion » — 7, wie die Bemerkung am SchluB von 6. zeigt. Ist m von der 
Hichstdimension » —7. n ein Teiler m, so ist n also héchstens von der 
Héchstdimension » — : 

”, Norm (Resultantenform; und Nullstellen. Unter Nullstellen 


eines [deals m werden alle emem geeigneten algebraischen Erweiterungskérper 


von P(u;7,,,...., #,) angehérigen Wertsvsteme von z,. .... rv, verstanden 
(¢=1,2,....n), fiir welche unter Adjunktion von x,,,....%, zum 
K oeffizientenbereich alle Polynome aus m_ verschwinden. Jedem 


Faktor R™ der Norm ( Resultantenform) entsprechen bei dieser Adjunktion 
so viele Nullstellen von m, wie der Grad von R™ angibt: und es laBt 
R™ geschrieben in bilinearen Verbindungen w,,, der u,,, und weiterer 
Unbestimmten v. die explizite Zerlegung zu: 
R® = J[{z — (vB, +... + 4-1 Bias. + UFer)}"". 

wo ,,,...,%, ein System zusammengehdriger Nullstellen bedeutet 
H.-N. Satz XIII; eine neue Begriindung wird in § 3 gegeben werden) 
Unter den Nullstellen eines Ideals von der Hichstdimension n — i gibt 
es also solche, die von (nm — 7) Parametern abhingen, aber keine die von 
mehr Parametern abhiingen; damit ist aber die Ubereinstimmung des 
unter 8. gegebenen Dimensionsbegriffs mit der gewéhnlich iiblichen Fassung 
gezeigt. 

lv. Der Ringbereich der allgemeinen Idealtheorie. Der 
zugrunde gelegte Bereich sei ein kommutativer Ring, in dem der Satz von 
der endlichen Kette gilt: Jede Kette von Idealen a,a,....,0,,.... wo 
jedes a, ein echter Teiler Teiler im Idealsinn des unmittelbar voran- 
gehenden ist, bricht im Endlichen ab. Diese Forderung ist ‘quivalent 
mit der anderen, da jedes Ideal eine Idealbasis besitzt (Idealtheorie. 
Satz I), ist also inshesondere fiir den Polynombereich erfiillt. In den 
folgenden Nummern 11.. 12., 13. wird dieser allgemeine Ringbereich zu- 
grunde gelegt. 

11. Primideaie und Primirideale. Ein Ideal yp hei®t Primideal. 
wenn aus der Teilbarkeit eines Produktes durch yp die Teilbarkeit min- 
destens eines Faktors folgt; q hei8t Primiirideal oder primir —, wenn 
aus der Teilbarkeit eines Produktes durch q die Teilbarkeit eines Faktors 
oder einer Potenz jedes Faktors folgt. In Zeichen: 

aus at0O(p), b= O(p) folgt ab=0(p); 
aus a=tO{q). b°+0(q) fiir jede Potenz x folgt ab=0(q). 
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Zu jedem Primiarideal q gibt es ein und nur ein zugehériges Primideal yp. 
das Teiler von q ist und von dem eine Potenz durch q teilbar wird, 
a — Op); pt = 0(q); dabei besteht p aus allen Ringelementen, von denen 
eine Potenz durch q teilbar wird. Wie die Definition zeigt, ist jedes Prim- 
ideal zugleich Primarideal; unter eigentlichen Primaridealen werden solche 
verstanden, die nicht zugleich Primideal sind, fiir die also » > 1 wird, 


12. Der Zerlegungssatz. Eine Darstellung a [Gye +++, Qe} eines 
[deals als kleinstes gemeinsames Vielfaches heibt eine kiirzeste, wenn kein q 
im kleinsten gemeinsamen Vielfachen der iibrigen — in seinem Komple- 
ment — aufgeht; sie heiBt eine solche durch grébte primaire Komponenten, 
wenn jedes q primar ist, aber das kleinste gemeinsame Vielfache irgend 
zweler q nichtprimar ist. Jedes Ideal liBt eine kiirzeste Darstellung 
durch endlich viele grépte primdre Komponenten zu; bei zwei verschie- 
denen solchen Darstellungen stimmen die Anzahl der Komponenten und 
die zugehérigen Primideale, die alle voneinander verschieden sind, iibere/n. 
Die derart eindeutig bestimmten Primideale sollen als die Primideale oder 
zugehérigen Primideale des Ideals bezeichnet werden ( [dealtheorie, Satz IX ). 


13. [solierte Komponenten der Zerlegung. Ein _ Ideal 
t q;.---,,;,| wird isolierte Komponente der Zerlegung von a genannt. 


wenn die qi. in mindestens einer kiirzesten Darstellung von a durch 
gréBte primaire Komponenten auftreten und die Bedingung erfiillen, dab 
keines ihrer zugehdrigen Primideale in einem der iibrigen Primideale von a 
aufgeht. Die isolierten Komponenten der Zerlegung sind eindeutig durch 
thre Primideale bestimmt; insbesondere sind also die isolierten gréBten 
primiren Komponenten eindeutig bestimmt (Idealtheorie, Satz XIII 


14. Charakteristik, vollkommene und unvollkommene 
Kérper, Erweiterung erster Art. Ein Kérper {2 heiBt von der 
Charakteristik Null, wenn der in 2 enthaltene, aus der Einheit abgeleitete 
Primkérper vom Typus des Kérpers der rationalen Zahlen ist; von der 
Charakteristik p, wenn dieser Primkérper vom Typus des Restklassen- 
systems nach einer Primzahl p ist. Ein Kérper 2 heiBt vollkommen, 
wenn jede Primfunktion mit Koeffizienten aus {2 in einem geeigneten Er- 
weiterungskorper in getrennte Linearfaktoren zerfillt, im entgegengesetzten 
Falle unvollkommen. Jeder Kérper von der Charakteristik Null ist voll- 
kommen; ein Kérper von der Charakteristik p aber dann und nur. dann, 
wenn er neben jedem Element auch dessen p-te Wurzel enthilt. Eine 
Primfunktion in einem unvollkommenen Kérper ist eine ganze Funktion 
r-ten Grades von x?’, und zerfallt in einem geeigneten Erweiterungs- 
kérper in p/-te Potenzen von r verschiedenen Linearfaktoren; f wird als 
Exponent bezeichnet. Eine Primfunktion heiBt vou erster Art, wenn sie 
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in einem geeigneten Erweiterungskérper in getrennte Linearfaktoren zer- 
fallt, der Exponent / Null wird; eine Erweiterung hei®t erster Art, wenn 
jedes Element erster Art, d. h. Nullstelle einer Primfunktion erster Art 
wird. Jede Erweiterung, die durch Adjunktion eines Elementes erster 
Art entsteht, ist erster Art; bei vollkommenen Kérpern gibt es nur Er- 
weiterungen erster Art (Steinitz, § 11 und § 13). 


15. Reduzierter Grad und Exponent einer endlichen Er- 
weiterung. Ist & eine endliche Erweiterung eines unvollkommenen 
Kérpers 2, so ist in 2 ein Teilkérper Y, vom Grade r enthalten, der 
erster Art in bezug auf 2 wird und der aus allen und nur den Elementen 
erster Art aus < besteht. Die p/-te Potenz jedes Elementes aus { ge- 
hért zu Yo, und es gibt Elemente in &, die genau vom Grade rp/ sind 
y wird als reduzierter Grad, f als Exponent der endlichen Erweiterung be- 
zeichnet (Steinitz, $14, 1 und $14, 5 


» y 
S 
: 


Elementarteilerform und Norm der Primideale und Primiarideale. 
Teiler der Primideale. 


Es handelt sich von jetzt an durchweg um den in 


$1, 1. definierten 
Polynombereich. Vorerst ist 


zu zeigen, das man sich auch bei Prim- 
idealen und Primiridealen auf transformierte Ideale beschrinken kann. 
nach 


Hilfssatz |. Das transformierte Ideal » eines Primideals p in \ 
wird Primideal, das transformierte q eines Primdrideals q in X wird 
Primdrideal. M. a. W. die Eigenschaft, Primideal oder Primdrideal zu 
sein, bleibt bei Adjunktion der u,, zu P erhalten. 

Sei nimlich vorausgesetzt: a> O(p), b=-O(p), wo a und 6 nicht 
notwendig transformierte Ideale zu sein brauchen; sei etwa a(x) ==0(p). 


b(x)~ O(p), wo a(x) und b(x) Polynome aus a und 6 bedeuten. Durch 


Umkehrung von (1) nach (1°) kommt unter T ohne Beschrinkung 
der Allgemeinheit Potenzprodukte der 7,,, verstanden 


airl= 2ST a(y): bir) = 2 Tb y), 


und es muB mindestens ein a.(y) und ein b(y) nicht durch p teilbar 


sein, Seienetwaa(y) O(p): biy 0(p) die jeweils héchsten Glieder 


hei irgendeiner lexikographischen Anordnung der 7; dann wird auch 
a. y)b.(y)>— O(p) und somit kommt a(x) b(2) } O(p) und also ab == 0(p). 
womit p als Primideal nachgewiesen ist. Der Beweis beruht offenbar 


darauf, daB das System der Restklassen nach einem Primideai einen Ring 
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ohne Nullteiler bildet, eine Eigenschaft, die bei Adjunktion von Unbe- 
bestimmten erhalten bleibt. 

Sei entsprechend a=+0(q), b°==0(q) fiir jede Potenz x; dann folgt 
aus der Existenz der Idealbasis, daB wieder ein a(x) aus a undein b(x) 
aus 6 existieren muB, so daB a(x)==0(q), b( 2)" 3=0(q) fiir jede Potenz x 
wird; denn bei der entgegengesetzten Annahme wiirde eine Potenz von b 
durch q teilbar. 

Setzt man a(x)b(x)=c(2x), so mégen a*,b*, c* die bzw. aus den 
Koeffizienten @,( y), b, (y), ¢;(y) von a(x), b(x), c(x) abgeleiteten Ideale 
bedeuten. Dann wird 6* =:0(q) fiir jede Potenz x, da sonst b(x)” 
durch q teilbar wiirde; wegen a*==0(q) muB daher auch a*p* +0(q) 
fiir jede Potenz 4 werden. Nun existiert aber nach dem Dedekind- 
Mertensschen Satze”) ein Exponent A derart, dab ovat’ el wird ; 
also muB c*=-0(q) werden. Das ergibt aber c(x)=+-0(q) und somit 
ab==0(q), womit q als primar nachgewiesen ist. 

Auch bei der Darstellung eines [deals als kleinstes gemeinsames 
Vielfaches kann man sich auf transformierte Ideale beschriinken, nach 


x 


Hilfssatz II]. Aus einer Darstellung it =([¢,,.--, Cx] in & folgt 
eine Darstellung m= [¢,,.--, «| in 3, wo c; die transformierten von ¢; 
bedeuten. Insbesondere kénnen also in jeder kiirzesten Darstellung durch 


grote primdre Komponenten (§ 1, 12.) diese als transformiert angenommen 
werden. 


Es wird namlich m durch [¢,,..., ¢.| teilbar, da jedes Polynom f(z) 
aus mt — eventuell nach Multiplikation mit einer geeigneten Potenz von 
Un von der Form 2 U;f;(y) ist, wo jedes f;(y) als Polynom aus it 
nach Voraussetzung durch alle ¢; teilbar ist. Ist umgekehrt f(x) durch 
jedes ¢, teilbar, so wird es von obiger Form, und somit durch m teilbar. 
Geht man also von einer Zerlegung in gréBte primaire Komponenten in 9 
aus, so ergibt dies eine Zerlegung m = [a,,-.-.. qa! in Q; hier sind die q 
als transformierte von primiaren Idealen nach Hilfssatz I primar, und 
zwar handelt es sich um gréBte primaire Komponenten, da verschiedenen 
zugehérigen Primidealen p in § auch verschiedene p in 3 entsprechen. 

Es handelt sich jetzt um eine erste Charakterisierung von Primidealen 
und Primaridealen durch Elementarteilerform und Norm, noch ohne voll- 
standige Trennung von prim und primar, und zwar gilt in genauer Ana- 
logie zu der Idealtheorie in algebraischen Zahlkérpern *” 

") Vel. H.-N., 8S. 63 und Anm. *). 

%”) Als héchsten Elementarteiler der Ideale in algebraischen Zahlkérpern hat 
man die kleinste durch das Ideal teilbare ganze rationale Zahl aufzufassen, also ins- 
besondere die durch ein Primideal teilbare Primzah! oder die durch ein Primarideal 
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Satz |. Die Elementarteilerjorm eines Primideals wird gleich einer 
Primfunktion, die Norm gleich einer Potenz dieser Primfunktion. Bei 
Primdridealen werden Elementarteilerform und Norm gleich Primdrfunk- 
tionen, und zwar gleich Potenzen derselben Primfunktion, die selbst Ele- 
mentarteilerform des zugehdrigen Primideals ist. Bei Primidealen und 
Primdridealen jallt die Héchstdimension mit der Dimension schlechthin 
zusammen; diese Dimension stimmt fiir Primdrideal und zugehdriges 
Primideal iiberein. 


Satz I ist offenbar erfiillt fiir das Einheitsideal, dessen Elementar- 
teilerform und Norm gleich der Einheit werden. Sei jetzt das Primideal p 
von der Héchstdimension (nm — 7); nach (4), § 1, 6. kommt 


E™...B°*"9,=0(p); aber E™...E°*" +0(p 
da p sonst nach § 1, 8. héchstens von der Héchstdimension n -- 7 — 1 
wiirde. Somit wird g, = 0(p), also p mit seinem Grundideal ¢-ter Stufe und 
folglich auch mit g,, ,, 9;,--- identisch. Es werden also R‘*' N(q;/9; .,)- 
R“** ... gleich der Einheit, mithin auch E“*”, B“*”... als Teiler von 
RR” ...; und somit wird die Elementarteilerform gleich EF’, das 


gleich einer Primfunktion P™ werden muB8. Denn nach $1, 5. und unter 
Beriicksichtigung, daB g; , gleich dem Einheitsideal wird, ist £’ definiert 
als gréBter gemeinsamer Teiler — im Polynomsinn — aller durch yp teil- 
baren B™’; aus EF“ = C;" C;"” = 0(p) wiirde also folgen, daB E“ in einem 
seiner Faktoren C," oder C," aufgehen muB. Da aber eine Potenz von 
E™ durch R teilbar wird, wird R® gleich einer Potenz die auch 
die erste sein kann dieser Primfunktion P“’; zugleich wird R * Norm 
von yp. Da nur eine von der Einheit verschiedene Einzelnorm RR” auf- 
tritt, stimmt schlieBlich die Héchstdimension von p mit der Dimension 
schlechthin iiberein. 

Sei entsprechend das Primirideal q von der Héchstdimension n — 7: 
dann kommt wie oben 


E™...E°g=0(q); (#2... B°*")*+0(q 


fiir jede Potenz x; und folglich wird wie oben q = g,, seine Elementar- 
teilerform gleich E“, seine Norm gleich R“’, die Héchstdimension gleich 
der Dimension schlechthin. Diese Dimension stimmt mit der des zuge- 
hérigen Primideals iiberein; denn aus p* =0(q); 9 =0O(p) folgt. dab 


( Primidealpotenz) teilbare Primzahlpotenz. In der Tat ist ja jedes Ideal a* zugleich 
ein Modul %* aus Linearformen in den Elementen «,, , o, einer Koérperbasis , 
(@,,..., @,) Grundmodul von &*; die kleinste durch a* teilbare ganze rationale Zah| 
wird also der héchste Elementarteiler dieses Moduls %*; die Norm von a* aber wird 
das Produkt aller Elémentarteiler von %”*. 
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die Dimension |» —i) von p héchstens gleich der von q, die von q héchstens 
° . bi\e ( . . 

gleich der von p2 ist; aus (P™)*—O(p2), wo P™ die Elementarteiler- 

form von p bedeutet, ergibt sich letztere Héchstdimension als héchstens 


n—d#. und somit wird n—i die Dimension von yp und gq. Aus 
P)*=0(q) folgt ferner, daB EZ" — als gréBter gemeinsamer Teiler 
aller B“ aus q — eine Potenz von P™ wird, die auch die erste sein 


kann, und daB somit das gleiche fiir R™ gilt. womit Satz I in allen 
Teilen bewiesen ist. 

Eine Charakterisierung der Primideale vermége des Dimensionsbegrifts 
wird gegeben durch 

Satz Il. Hin Primideal besitzt keinen echten Teiler gleicher Héchst- 
dimension; und umgekehrt wird jedes solche Ideal Priméideal. 

Der Beweis beruht auf 


Hilfssatz Il. Besttzt ein Primideal p aus Polynomen mit Keeffiztenten 
aus eonem Kérper 22 nur endlichviele in bezug auf 2 linear unabhangige 
Restklassen, so hat » keinen vom Einheitsideal verschiedenen echten Teiler : 
m. a. W. das Restklassensystem nach » bildet einen Korper. 

Die Voraussetzung besagt, daB es eine endliche Zahl & gibt derart. 
daB zwischen je (k-+1) Restklassen eine lineare Abhingigkeit mit 
Koeffizienten aus {2 besteht — genauer mit Koeffizienten aus dem durch 
alle Elemente von 2 repriisentierten Restklassenkérper (2), daB aber 
mindestens ein System von & in bezug auf ({2) linear unabhiangigen 
Restklassen existiert; daraus folgt sofort, daB sich alle Restklassen 
linear durch ein beliebiges System von & linear unabhingigen aus- 


driicken lassen. Sei jetzt a ein echter Teiler von p, a(z)==0(p) ein 
Polynom aus a; aus ¢,f,(z)+...+ ¢,f,(z)==0(p) folgt dann auch 
c,a(z)f,(z)+...+¢,a(z)f,(z) = 0(p); das heiBt aber, daB neben den 
Restklassen von /,,..., f,, auch die vonaf,,..., af, ein System von k linear 


unabhangigen bilden, durch die sich also insbesondere die Einheitsklasse 
linear darstellen 14Bt. Es wird also a gleich dem Einheitsideal; anders 
ausgedriickt, das Restklassensystem bildet einen K6rper, da es zua(z)==0(»p) 
immer ein f(z) gibt, so daB 1 -= a(z)f(z)(p) wird. 

Zum Beweise des ersten Teiles von Satz II ist jetzt nur zu bemerken, 
daB jedes Primideal vor der Dimension (n — 7) — allgemeiner jedes Ideal 
von der Héchstdimension (n —7) — nur endlich viele in bezug auf 
P (uw; 2;,,,-+-, %,) linear unabhingige Restklassen besitzt, namlich (§ 1, 5.) 
so viele wie der Grad von R"’ angibt, da g;., hier gleich dem Einheits- 
ideal wird. Jeder echte Teiler a von p geht also bei Adjunktion von 
Ti,4)+++, 2, Zu P(w) in das Einheitsideal iiber; anders ausgedriickt, das 
Grundideal i-ter Stufe von a wird gleich dem Einheitsideal; das heibt 
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aber, daB die Héchstdimension von a héchstens gleich n — i — 1 wird. Damit 
die Aussage auch fiir ein nichttransformiertes Ideal a als Teiler gilt, hat 
man nur nach § 1, 2. zu einem neuen transformierten Bereich iiberzugehen. 

Besitze jetzt umgekehrt p keinen echten Teiler gleicher Héchstdimension 
n—d#: und sei a==0(p), b==0(p), wo a und b wieder als transformierte 
[deale angenommen sind. Dann kommt nach Voraussetzung, da (a, p 
und (6, p) als gré8te gemeinsame Teiler im Idealsinn — echte Teiler 
von p werden: 


| 


a*"—o(a,pi; AS"=0(b:p): GS +O; AS  &O. 
Das ergibt aber 
Q™** a”** — @eieb.»); Of oe" 0; 


und somit folgt notwendig ab += 0(p), da sonst p von geringerer Hochst- 
dimension als n — i wire. Da a,b transformierte Ideale sind, ergibt sich 
also py und nach Hilfssatz I auch yp als Primideal, womit Satz II be- 
wiesen ist. 


. 
yo. 


Nullstellen der Primideale und Primirideale. 


Den Cbergang zu einer direkten Begriindung der Theorie der Null- 
stellen (§ 1. %.), vorerst fiir Primideale, bildet der eine Erweiterung von 
Hilfssatz III darstellende und fiir Primideale in beliebigen Ringen giiltige 


Hilfssatz IV. Das Restklassensystem nach jedem vom Einheitsideal 
verschiedenen Primideal lapt sich durch Quotientenbildung zu einém 
Korper erweitern, dem Restklassenkérper des Primideals. 

Das Restklassensystem nach einem beliebigen Ideal bildet einen Ring, 
da Summe, Differenz und Produkt wieder dem System angehéren, und 
assoziatives, kommutatives und distributives Gesetz beim Ubergang zu 
den Restklassen erhalten bleiben. Handelt es sich speziell um Primideale, 
so besitzt dieser Ring keine Nullteiler; denn die Definition der Primideale 
§ 1, 11.) sagt aus, daB das Produkt nicht verschwindender Restklassen 
ebenfalls nicht verschwindet. Ist das Primideal vom Einheitsideal ver- 
schieden, so enthalt dieser Ring mindestens ein vom Nullelement ver- 
schiedenes Element, und lat sich daher durch Quotientenbildung 
(djunktion von Elementenpaaren zum Kérper erweitern"'); somit ist 
der Restklassenkérper definiert. 


1) Steinitz, § 3. Die Annahme eines von Null verschiedenen Elementes im ur 
spriinglichen Integritaétsbereich geniigt, da dann die Existenz der Einheit durch 
Quotientenbildung gesichert ist, und somit der urspriingliche Bereich ein Teilbereich 
des Kérpers wird; Steinitz setzt Existenz der Finheit im Integritatsbereich voraus 
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Dem folgenden vorausgeschickt sei die durchweg festgehaltene 

Bezeichnung: Restklassen sollen allgemein durch Klammersetzen 
irgendeines Elementes der Klasse bezeichnet werden, (x)..., (a{x))...; 
ebenso sollen Kérper aus Restklassen durch Klammern bezeichnet werden. 
Insbesondere bezeichne (P),(P(u)),(P(u,2;,,,-.-,2,)) die Restklassen- 
kérper, die aus allen und nur den Restklassen bestehen, die durch Elemente 
aus P, P(w), P(uw,2;,;,...,2%,) reprisentiert werden kénnen. 

Weiter vorausgeschickt sei noch das folgende: Ein Kérper & heiBt 
vom algebraischen Rang | Transzendenzgrad) k in bezug auf einen Grund- 
kérper 2, wenn & mindestens ein System von k in bezug auf 2 algebraisch 
unabhangigen GréBen transzendenten GréBen — enthalt, wenn aber 
je k+-1 GréBen aus & algebraisch abhangig in bezug auf 2 sind. Labt 
sich R als algebraischer Erweiterungskérper eines Teilkérpers 2(z,, ..., z,) 
darstellen, wo die z algebraisch unabhingig — transzendent — in bezug 
auf {2 sind, so wird notwendig s gleich k;**) ebenso wird der algebraische 
Rang von &(u) in bezug auf Q2(u) gleich &, wenn wu nicht in & ent- 
haltene Unbestimmte bedeuten. 

Die Konstruktion des Nullstellenkérpers geschieht jetzt in voller 
Analogie mit dem bei Primfunktionen einer Unbestimmten iiblichen 
Weg'*) nach 

Satz II]. Dem Restklassenkérper (8) eines Primideals p von der 
Dimension n -—t lat sich isomorph ein Nullstellenkérper ® von p zu- 


ordnen, der vom algebraischen Rang n — i wird von n — i Parametern 
abhdngt — und insbesondere als endlicher Erweiterungskorper von 
P(u, 2,4,,+++,%,) @ufgefapt werden kann. Der Isomorphismus zwischen 
R) und R umfapt denjenigen zwischen (P) und P, (P(u)) und P(u) und 
bei Zugrundelegung der x;,,,-.., 2, als Parameter auch den zwischen 
(P(u, a ,4,-++,%,)) und P(u,a;,,,...,2%,). Umgekehrt ist jeder Null- 
stellenkérper vom algebraischen Rang n —i — von n— i Parametern ab- 
hdangend — dem Restklassenkérper (St) isomorph. 


Satz III ergibt als Korollar den bekannten Satz: Verschwindet ein 
Ideal a in allen Nullstellen eines Primideals p, so wird a durch p teilbar 
Zum Beweise ist vorerst zu bemerken, da der Restklassenk6rper ( ) 
vom algebraischen Rang n—i in bezug auf (P(u)) wird. Denn die 


") Fiir einen bei beliebiger Charakteristik giiltigen Beweis dieser bekannten 
latsache vgl. Steinitz, § 22, 9. — Bei Adjunktion der u kann der algebraische 
Rang nicht zanehmen, da es sich um rationale Verbindungen der urspriinglichen 
Klemente mit Koeffizienten aus 2(u) handelt; nicht abnehmen, da jede Relation 
zwischen Elementen aus & mit Koeffizienten aus 2(u) in endlich viele Relationen 
mit Koeffizienten aus 2 zerfillt. 

) Steinitz, § 6 
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Klassen (2,,,),-.-,(2,) sind in bezug auf(P(u)) algebraisch unabhangig. 
da p als von der Dimension n—i kein von z,,..., 2; freies Polynom 


enthalt; jede weitere Klasse aber ist von diesen abhangig. Denn aus der 
Zugehérigkeit der Elementarteilerform P“ zu p folgt nach § 1, 2. auch 
fir 41,2, ...,¢ die Zugehérigkeit von Polynomen, die jeweils von 
Li, Zj445+++) 2, abhangig sind. (§) wird also ein endlicher Erweiterungs- 
kérper von (P(w,2,,,,..-,2,)); der Grad in bezug auf diesen Teilkérpet 
wird nach § 1, 5. unter Beriicksichtigung, daB g;_, gleich dem Ein- 
heitsideal, g, nach Satz I gleich p wird — gleich dem Grad der Norm. 

Um zu einem isomorphen Nullstellenkérper iiberzugehen, ist weite: 
zu bemerken, daB P(u,z;,,,..-,2,) und (P(u, 2,,,,.--,%,)) isomorph 
aufeinander bezogen sind dadurch, daB jedem Element aus P (uw, x;,,.....2,) 
die durch das Element reprisentierte Restklasse zugeordnet wird. Denn 
vorerst entsprechen sich bei dieser Zuordnung die aus den Polynomen in 
Srage +09 % COW. mm (2,, 1)> +++» (x,) bestehenden Integritatsbereiche isvu- 
morph, da in p kein von z,,..., 2; freies Polynom enthalten ist. ver- 
schiedenen Polynomen aus P(u,2z;,,,...,2,) also auch verschiedene 
Klassen entsprechen; aus isomorphen Integritatsbereichen gehen aber durch 
Quotientenbildung isomorphe Kérper hervor. Die isomorphe Beziehung 
zwischen P(u,z;,,,.--,2,) und (P(u,27,,,,...,2,)) umfaBt diejenige 
zwischen P und (P), P(w) und (P(u)}. Um diesen Isomorphismus zu 
einem solchen zwischen (§) und einem Nullstellenkérper Sf zu erweitern. 
seien den Klassen (z,), ..., (2;) gewisse neue Elemente %,, ..., Z, isomorph 
zugeordnet; d.h. jedem Polynom (a(x)) entspreche ein Polynom 
a(Z,,...,%;,%;,,,-+-,2%,); Summe und Produkt entspreche Summe und 
Produkt. Durch Quotientenbildung — wobei man sich auf Nenner aus 
dem Teilkérper (P(u,2;,,,-..,2,)) baw. P(w,2;,,,..., 2,) beschrinken 
kann — entspricht dann dem Restklassenkérper () ein Koérper SW, de1 
endliche Erweiterung von P(u,z;,,,.-., x,) vom Grade der Norm wird. 
und der als Nullstellenkérper bezeichnet werden kann; denn die Zuordnung 
sagt aus, daB f(Z,,...,%,,2;,,,-.., z,) verschwindet, sobald f(x) =0(») 
wird. An Stelle von (P(u,2z;,,,...,x,)) kénnte bei der ganzen Uber- 
legung auch irgendein anderer, durch Adjunktion von n — i algebraisch 
unabhingigen GréBen entstehender Teilkérper von (§) treten. 

Umgekehrt ist leicht zu zeigen, daB jeder Nullstellenkérper % vom 
algebraischen Rang n—z dem Restklassenkérper isomorph wird. Da 
sich & rational, mit Koeffizienten aus P(u), aus den GréBen Z,,.... 2, 
ableiten laBt, miissen unter diesen GréBen n — ii algebraisch unabhingige. 
also in bezug auf P(~) transzendente Elemente enthalten sein. Insbesondere 
mu8 dies fiir Z;,,,...,Z, erfiillt sein, da wegen P“”=0(p) wie oben 
folgt, daB & ein algebraischer Erweiterungskérper von P(u, Z,,,, .... Z,,) 
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wird. Da nach Voraussetzung /(%) verschwindet fiir jedes Polynom f(x) 
aus p, entspricht jeder Klasse des in (&) enthaltenen Polynombereichs 
der (x) ein und nur ein Element aus §, das ein Polynom in den ¥ wird; 
und Summe und Produkt entsprechen Summe und Produkt. Es entsprechen 
aber verschiedenen Klassen auch verschiedene Elemente aus 8; denn 
sonst wiirde einer von Null verschiedenen Klasse, also nach geeigneter 
Multiplikation auch einer durch ein Polynom reprisentierten Klasse aus 
(P(u.%:4,,--+.%,)) das Element Null in & entsprechen, zwischen den 
Griben Z%,,,,.--, %, bestiinde entgegen der Voraussetzung eine algebraische 
Abhangigkeit. Durch diese Zuordnung werden alle in & enthaltene Poly- 
nome der & erschépft; durch Quotientenbildung — wobei man sich wieder 
auf Nenner aus (P(u, 2;,,....,2,)), baw. P(u, %;,,,..., %,) beschranken 
kann — gehen aber aus diesen isomorphen Integritatsbereichen isomorphe 
Kérper hervor. 

Das Ideal a verschwinde jetzt in allen Nullstellen von yp, also ins- 
besondere auch in allen von n — ¢ Parametern, abhiangigen. Ist dann a(z) 
ein beliebiges Polynom aus a, so verschwindet also a(7); wegen des 
lsomorphismus zwischen &% und (&) wird somit (a(2a)) die Nullklasse, a (2) 
und somit a durch p teilbar. Damit ist Satz IT] und Korollar bewiesen. 


Um von Satz III zu der in § 1,. gegebenen Zerlegung zunichst 
fiir Primideale iiberzugehen, und um genauere Aussagen iiber die Exponenten 
machen zu kénnen, bedarf es einer weiteren Untersuchung der Elementar- 
teilerform nach 

Hilfssatz V. Ist bei Charakteristik p die Elementarteilerform E“ 
eines Primideals oder Primdrideals aligemeiner eines Ideals a, bet 
dem die Héchstdimension mit der Dimension schlechthin zusammen{allt — 
vom Exponenten f in bezug auf x;, also ganze Funktion von xf’, so ist 
sie auch vom Exponenten { in bezug auf x;,,,..., 2, und auf die in E™ 
auftretenden Unbestimmten u,, bzw. t,,. Insbesondere ist also bei voll- 
kommenem Korper als Koeffizientenbereich die Elementarteilerform P” 
eines Primideals stets vom Exponenten Null in bezug auf x;, also eine 
Primfunktion erster Art. 

Dazu ist zu bemerken, daB P(u,2;,,....,2,) unvollkommen wird, 
sobald P ein vollkommener Kérper von der Charakteristik p ist, so daB 
aus § 1, 14. nicht direkt folgt, dab P” erster Art wird. Sei jetzt E® 
vom Exponenten f in bezug auf x,, enthalte aber eine andere Unbestimmte 
x;,, zum Exponenten f’. Dann gibt es — durch Vertauschen der w,, 
bzw. t,, — nach § 1,2. auch ein von Null verschiedenes durch das Ideal 
* das ganze Funktion von x?’ wird, und das nach 
Definition der Elementarteilerform durch £“' teilbar wird. Da aber G“ 


teilbares Polynom G' 
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von gleichem Grad wie EZ wird, muB es bis auf eine GroéBe aus P(x) 
als Faktor mit EZ“ iibereinstimmen, und somit wird notwendig /’ gleich f 


: ° af ° ee . 
Damit wird aber E“’ — das als ganz und primitiv in den ¢t,, voraus- 
gesetzt werden darf — von der Form 

a(t . iol! 1 of . / f ‘ - 

RB" Ze, (tage? ... ayn” Se,(t)gi(y” ,t? )— ST, (t)hya(y” ). 


wo die 7, Potenzprodukte der ¢ bedeuten, und die h durch a teilba: 
werden. Daher erhailt man ein ebenfalls zu a gehérendes Polynom, wenn 
in den 7; jeder Exponent der einzelnen ¢ durch das gréBte darin enthaltene 
Vielfache von p/ ersetzt wird; das kommt aber, wie die obige Darstellung 
ablesen la6t, darauf hinaus, in ¢;(t) jeden Exponenten der ¢ durch das 
gréBte darin enthaltene Vielfache von p/ zu ersetzen. Durch diese Sub- 
stitution geht E“ iiber in ein Polynom der t,z;,...,2,, das nach 
Definition durch EZ“ teilbar wird, und zwar wegen der vorausgesetzten 
Primitivitét auch in bezug auf die ¢; es muB also mit E™ identisch 
werden, da der Grad in keinem Argumente zugenommen hat. Ist ins- 
besondere P ein vollkommener K6rper, so wird also E™ als ganze Funktion 
von x’, t?" eine p'-te Potenz; handelt es sich daher um ein Primideal 
so muB notwendig f gleich Null werden; die Elementarteilerform P“ wird 
eine Primfunktion erster Art. 

Die Zerlegung wird jetzt gegeben durch 

Satz EV. Die Elementarteilerform P eines Primideals lapt in dem 
aus dem Nullstellenkérper abgeleiteten Galoisschen Kérper die explizite 
Zerlegung zu: 


(¢ é 
IT (% biti oe bat Yar) 
_ Ti (tri(y - rir) +... + bar( Ya — Yar)) ; 
WO Wir, --+> Jnr Je ein zusammengehdriges von t,;,..., ty, unabhdngiges 


Nullstellensystem der urspriinglichen Unbestimmten’ y darstellt, verschie- 
denen v verschiedene Linearfaktoren entsprechen und wo der Exponent 6 
bei vollkommenem Koérper P den Wert Eins, bei unvollkommenem den 
Wert pf (f=>0) hat. Dadurch ist bei Adjunktion neuer Unbestimmten v 
die Zerlegung der in bilinearen Verbindungen der u und v an Stelle der 
Uy» geachriebenen Elementarteilerform mitbestimmt: 


P® (u,v) = Jf (2 —,%,,—... — 0, %;.)’. 
wo 5 die gleiche Bedeutung wie oben hat. LEbenso ist die Zerlegung der 
Norm eines Primideals oder eines Primdrideals mit » als zugehdrigem 
Primideal als Potenz von P® — mitgegeben. 
Als Korollar aus Satz IV kommt noch: Stimmen zwei Primideale 
tn threr Elementarteilerform P® iiberein, so sind sie identisch. 
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Der Beweis von Satz IV wird auf den Nachweis hinauskommen, dab 
die Elementarteilerform P mit der Fundamentalgleichung des Erweiterungs- 
kérpers (P(u, 2;, 2;,,,-+-,%,)) von(P (uw, z,;,,,--., 2,)) identisch ist. Vor- 
erst gehe man — um Einblick in die Abhangigkeit von den Unbestimmten ,,, 
bzw. t,, za gewinnen — auf den Restklassenkérper (®) von § iiber, der 
nach dem bei der Definition des algebraischen Rangs Gesagten vom alge- 


braischen Rang n —i in bezug auf (P) werden muB, wo (P) den durch 
Elemente aus P reprisentierten Teilkérper bedeutet. Denn (§) entsteht 
durch Adjunktion der Unbestimmten « bzw. ¢ zu einem (§) isomorphen 
Teilkérper, der durch Quotientenbildung aus allen und nur den Klassen 
hervorgeht, die durch Polynome aus § reprisentiert werden kénnen, wo- 
bei (P) und (P) einander entsprechen. Der algebraische Rang von (& ) 
in bezug auf (P(u)) ist also gleich dem dieses Teilkérpers in bezug auf (P), 
und somit wegen des Isomorphismus gleich dem von (§t) in bezug auf (P). 
Da (&)sich rational, mit Koeffizienten aus (P ), aus den Klassen (y,),...,(¥,) 
ableiten 14Bt, miissen also unter diesen Klassen (m — i) algebraisch un- 
abhangige sein, und () entsteht als endlicher algebraischer Erweiterungs- 
kérper dieses durch Adjunktion der (n —i) Klassen zu (P) erzeugten Teil- 
kérpers **), 

Adjungiert man nur die in z,;,,, ..., 2, auftretenden Unbestimmten #,,, 
so entsteht wieder ein Restklassenkérper, der die Klassen (y,),..., (y,,) 
und (x;,,),---,(2,) enthalt und endlicher algebraischer Erweiterungs- 
kérper von (P(t,,, %;,,,---, %,)) wird — es handelt sich dabei um Ko6rper, 
die zu Teilkérpern von (§) isomorph sind, nicht damit identisch; da bei 
verschiedenen Unbestimmten die Restklassen zwar durch dieselben Ele- 
mente reprasentiert werden, aber nicht identisch sind, da sie nicht die 
gleichen Elemente enthalten. Bei der Abhangigkeit der Klassen (y) von 
(P (tox, Xi445 +++» Z,)) gehen also nur die Unbestimmten ¢,, ein; man bilde jetzt, 
durch Adjunktion von ¢,,,...,¢,;, die Klasse (2,)=(t,,;y, +...+4,,y,), 


> "ni? 


und es seien (2;,) = (ty¢¥1» + --- + tne Yar) die r verschiedenen konjugierten 
Werte, welche in dem in bezug auf (P(t,,, tig, «++, tnt, Teta, «+ +> Zn)) 
Galoisschen Kérper gelegen sind. Dann wird — je nachdem es sich um 


Erweiterungen erster Art handelt oder nicht — das Produkt iiber die 
Faktoren ¢ —(2;,) oder iiber ihre p/-ten Potenzen eine Primfunktion (G@) 
in bezug auf (P(t, z,,,,.-..,2%,)); denn da es Elemente vom Grade r-p/ 


4) Diese Bemerkung zeigt, daB Satz III mit Korollar direkt fiir den Nullstellen- 
kérper & von p hatte ausgesprochen und bewiesen werden kénnen. Durch den Uber- 
gang zum transformierten Ideal wird aber erst erreicht, daB in den gréBten primiaren 
Komponenten gleicher Dimension eines beliebigen Ideals bei den Nullstellen die 
gleichen Parameter auftreten; und damit ergibt sich erst der Zusammenhang mit 
Norm und Elementarteilerform eines beliebigen Ideals. 
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gibt ($1, 15.), mu’ notwendig (2,;) ein solches sein, da jedes Element 
durch Spezialisierung der ¢,,,...,¢,; entsteht; (2;) wird aber Nullstelle 
von (G). Geht man zu dem isomorphen Nullstellenkérper von p und 
dem daraus abgeleiteten Galoisschen Kérper iiber, so laBt also hier G 


eine Zerlegung in Linearfaktoren t — t,;9,, — ... — tat Jnr baw. ihre p/-ten 
Potenzen zu. Nun wird aber, da (G@) fiir ¢=(2,) verschwindet, G(:;) 
durch p und somit durch P" teilbar, und als Primfunktion in bezug auf 
P(u,x;,,,--->2%,) und als primitiv in z;,,,...,2, mit P ® identisch : 


somit ist die erste Zerlegung von Satz IV bewiesen. 


Um zu der zweiten Zerlegung iiberzugehen. ist zu bemerken, daB die 
Eigenschaft, Erweiterung erster Art zu sein oder nicht, bei Adjunktion 
von Unbestimmten erhalten bleibt. Bildet man also, nach Adjunktion 
von v,,..., 0, und aller ¢,,, die Klasse (z) =(v,2, v,z;) und die 
konjugierten Klassen (z,)=(v,2,,-+...-+ 0j2;,), so wird das Produkt 
iiber alle t — (z,) bzw. ihre p/-ten Potenzen wieder eine Primfunktion (#). 
die fiir = (z) verschwindet. Somit wird H wie oben als Produkt von 
Linearfaktoren darstellbar und mit der Elementarteilerform des aus p 
durch Zusammensetzen der Transformation (1) mit z= v,2,+...+ 0,2; 
abgeleiteten Primideals identisch; diese Elementarteilerform entsteht aber 

wegen der gegenseitigen Spezialisierung — aus P® dadurch, daB die u,,, 
durch gewisse bilineare Verbindungen der u und v ersetzt werden’). Mit 
diesen Zerlegungen ist aber auch die Zerlegung der Norm als Potenz von 
P™ mitgegeben '*), ebenso die von Norm und Elementarteilerform eines 
Primarideals mit p als zugehérigem Primideal. 


sa 


Stimmen schlieBlich zwei Primideale in der Elementarteilerform P" 
iiberein, so stimmen sie als Folge der obigen Zerlegung in ihren Null- 


stellen iiberein, sind also gegenseitig dureh einander teilbar und somit 
identisch. 


$ 4. 
Arithmetische Fassung des Dimensionsbegriffes. 


Eine erste von der Einfiihrung transformierter Ideale unabhangige 
Fassung des Dimensionsbegriffes ist gegeben durch 


Satz V. Die Dimension eines Primideals ist gegeben durch den 
algebraischen Rang seines Restklassenkérpers. Die Hochstdimension eines 

1) Vgl. H.-N,, § 7. 

) Es handelt sich bei Erweiterungen erster Art. also insbesondere bei voll- 
kommenen Kérpern, um die erste Potenz; bei unvollkommenen Kérpern aber um die 
p%-te Potenz, wie in § 6, Satz XIII und XIV. gezeigt werden wird. 
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Ideals ist gleich der héchsten der Dimensionszahlen seiner zugehdrigen 
Primideale. 

Der erste Teil von Satz V war bewiesen in der ersten Bemerkung 
zu Satz IV, wo gezeigt war, daB der algebraische Rang des Restklassen- 
kérpers (@) von p gleich dem des Restklassenkérpers (@) von p wird, 
also gleich der Dimension von p in Ubereinstimmung mit §1, 8. Zum 
Beweis des zweiten Teiles sei m= ([q,,...,q,] eine kiirzeste Darstellung 
durch gréBte primaire Komponenten; dann kann vorerst kein q, als Teiler 
von m, héhere Dimension besitzen als m. Das Produkt aller q wird 
aber durch m teilbar, und somit auch das Produkt aller Elementarteiler- 
formen der einzelnen q; ist somit (m —7) die héchste der Dimensions- 
zahlen der q, so enthalt m ein Polynom @&® +0, kann also auch nicht 
von hdherer Dimension sein als n—i. Die Dimensionszahlen der gq 
stimmen aber nach Satz I mit denen ihrer zugehérigen Primideale iiber- 
ein. Definiert man ohne Einfiihrung transformierter Ideale die Dimension 
eines Primideals durch den algebraischen Rang des Restklassenkérpers, so 
gibt der zweite Teil von Satz V die Definition der Héchstdimension eines 
beliebigen Ideals. 


Um den Dimensionsbegriff andererseits durch Ketten von Primidealen 
fassen. zu kénnen, was wieder unabhangig von der Einfiihrung transformierter 
Ideale wird, ist in Ergainzung von Satz II zu zeigen: 


Satz VI. Jedes vom Einheitsideal verschiedene Primideal besitzt 
nach eventueller Adjunktion von Unbestimmten — mindestens ein Prim- 
ideal als Teiler, dessen Dimension um genau eine Einheit abgenommen hat. 


Ist namlich p von der Dimension (n —7#)> 0 und bedeutet v eine 
neue Unbestimmte, so wird c=(p,2;—v) eim Ideal von der gesuchten 
Eigenschaft. Das folgt aus einer isomorphen Zuordnung; es kommt 
c=(p*,z,;—v), wo p* aus # dadurch entstanden ist, daB x; durch die 
Unbestimmte v ersetzt ist und v dem Koeffizientenbereich adjungiert 
wird; ebenso entstehen die Restklassen durch Ersetzen der Klasse (z,) 
durch (v). Nun geht aber p in sich iiber, wenn 2; zu P (w) adjungiert wird; aus 
h(x;) f(x) = O(p), A(a,;)+ 0 folgt namlich notwendig f(a) = 0(p); denn 
enthielte p ein nur von x; abhangiges Polynom, so enthielte es auch ein 
nur von 2, abhangiges, wire also gegen Voraussetzung héchstens von der 
Dimension Null. Bei der Zuordnung v ~ z; entspricht also der Nullklasse 
nach ¢ notwendig die Nullklasse nach p, und natiirlich gilt auch das 
Umgekehrte. Somit ergibt sich eine isomorphe Zuordnung zwischen dem Rest- 
klassensystem nach p und ¢; letzteres besitzt also keine Nullteiler, ¢ wird 
Primideal. Vermége dieser isomorphen Zuordnung entspricht der algebra- 
ischen Abhingigkeit zwischen (z;) und (P(u, 2;,,,.--,%,,)) eine Relation 


Mathematische Annalen, 90. 17 
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zwischen (x; ,,),---,(#,,) in bezug auf (P(w,v)), wahrend fiir 4=1,...,¢—1 
die Abhangigkeiten zwischen (x,) und (P(u,2z;,,,.--,2,)) als solche er- 
halten bleiben und daher den algebraischen Rang nicht weiter erniedrigen; 
der algebraische Rang hat um genau eine Einheit abgenommen. War 
yp von der Dimension Null, so wird c¢ das Einheitsideal; das obige Re- 


sultat bleibt also erhalten. Im _ urspriinglichen Bereich § wird somit 


a=(p,vo+v,y,+...+,y,), wo v, fiir — t,, gesetzt ist, ein Ideal von 
der gesuchten Beschaffenheit. Enthalt P insbesondere unendlich viele Ele- 
mente, so lassen sich v, v,,...,¥, immer so zu Elementen aus P speziali- 


sieren, daB Norm und Elementarteilerform und somit die Dimension von 
a gleich wird der des spezialisierten Ideals 6 *’), wobei die Elementar- 
teilerform allerdings nicht Primfunktion zu bleiben braucht. Nach Satz V 
besitzt aber 6 mindestens ein zugehériges Primideal der gesuchten Di- 
mension; geht man wieder zu { zuriick, so gilt hier also Satz VI ohne 
Adjunktion irgendwelcher Unbestimmten. 


Satz II und Satz VI ergeben unmittelbar die gewiinschte Fassung nach 
Satz VII. Ein Primideal yp ist von der Dimension n —i, wenn es 
bet eventueller Adjunktion von Unbestimmten — mindestens eine Kette 
von 1+-(n—1)+-1 Primidealen gibt 
Vo: D; Dire +> Dyas d, i+1? 


von denen jedes ein echter Teiler des unmittelbar vorangehenden ist, wenn 
aber keine derartige Kette von gréBerer Gliederzahl existiert. Diese De- 
finition gilt auch im urspriinglichen Bereich, und zwar ohne Einfiihrung 
irgendwelcher Unbestimmten, wenn P unendlich viele Elemente enthdlt **). 


Vorerst ist klar, daB das letzte Element der Kette gleich dem Ein- 


heitsideal werden mu — das der Definition des Primideals geniigt —, 
da sich sonst die Kette durch Zufiigung von o verlingern lieBe; fiir o 
selbst ergibt sich nach Satz VII die Dimension 1 in Ubereinstimmung 


mit § 1, 8. Sei jetzt p von o verschieden und von der Dimension n — 7, 
so kann die Gliederzahl der Kette héchstens 1+ (mn —i)+1 betragen, 
da nach Satz IT nicht zwei Primideale gleicher Dimension auftreten kénnen. 
Es existiert aber nach Satz VI — bei eventueller Adjunktion neuer Un- 
bestimmten — mindestens eine Kette dieser Gliederzahl, indem die Di- 


”) Vgl. H.-N., letzter Absatz von § 7. 

*) Diese Kettendefinition der Dimension ergibt im Fall des algebraischen Zahl- 
kérpers die Dimension Null fiir die gewéhnlichen Primideale, die Dimension —1 fiir 
das Einheitsideal und die Dimension 1 fiir das Nullideal; tatsichlich geniigt ja auch 
letzteres der Definition der Primideale — im Kérper ist ein Produkt von nicht ver- 
schwindenden GréBen stets von Null verschieden. Satz II bleibt bei dieser Definition 
der Dimension im aigebraischen Zahlkérper erhalten. 


n 
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mension bei jedem Glied der Kette um genau eine Einheit abgenommen 
hat. Legt man Satz VII als Definition der Dimension zugrunde — eine 
Definition, die sich offenbar genau gerade so im urspriinglichen Bereich 
aussprechen laBt und bei der nach Satz VI die Einfiihrung von Un- 
bestimmten unnétig wird, wenn P unendlich viele Elemente besitzt —, 
so ist die Definition der Héchstdimension eines beliebigen Ideals wieder 
durch den zweiten Teil von Satz V gegeben. 


ad 


0. 


Mp 


Einordnung der Grundideale und ihrer Komponenten in die allgemeine 
Idealtheorie. Nullstellen der Ideale. 


Es handelt sich um die Charakterisierung der Grundideale und ihrer 
Komponenten (§ 1, 7.) durch isolierte Komponenten der Zerlegung (§ 1, 13.) 
im Sinne der allgemeinen Idealtheorie. Diese Charakterisierung wird das 
Parallelgehen der Zerlegungssatze der Normen mit denen der allgemeinen 
Idealtheorie zeigen und wird gestatten, die in § 3 fiir Primideale und 
Primirideale gegebene Theorie der Nullstellen fiir beliebige Ideale aus- 
zusprechen. Fiir die Grundideale gilt 


Satz VIII. Die Grundideale i-ter Stufe g; sind die isolierten Kom- 
ponenten der Zerlegung, die eindeutig bestimmt sind durch die Gesamtheit 
der zugehdérigen Primideale der Dimensionen n—1,n—2,...,n —1%. 
Sind alle zugehdérigen Primideale von derselben preening so wird auch 
das Ideal von dieser Dimension; d.h. es tritt nur ein Faktor R® der 
Norm auf; allgemein besitzt die Norm so viele von der Einheit verschiedene 
Faktoren R™, R“*”, R“*”, ..., als verschiedene Dimensionszahlen unter 
den zugehorigen Primidealen auftreten. 

Dem Beweise vorausgeschickt sei 


Hilfssatz VI. Ist ein Ideal dargestellt als kleinstes gemeinsames 
Vielfaches, m=[0;,..-, Qa], 80 wird sein Grundideal g; kleinstes gemein- 
sames Vielfaches der Grundideale i-ter Stufe h, der a. 


Denn aus 
ob? F=0(m), DY +0 folgt b°*”f=0(a,), b°*” +0; 
es wird also g, durch [h,,,...,,,] teilbar. Umgekehrt folgt aus 
ct) F=0(a,), c8t 2 +0 
auch 


(i+1) (¢+1) ¢ — (¢+1) (¢+1) 
ce? season), a2 --.& ee 


und damit die umgekehrte Teilbarkeit, womit der Hilfssatz bewiesen ist. 
iw 
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Seien jetzt die zugehérigen Primideale von m nach der Dimension 
angeordnet (wo natiirlich gewisse Dimensionen auch fehlen kénnen, j, = 0) 


Prarce Pays Parr ss> Pegs e035 Parrsss> Pay 


wo allgemein p, , ein Primideal der Dimension n — 4 bezeichnet; q, , sei 
das in einer festen gegebenen Zerlegung von m auftretende entsprechende 
primaire Ideal. Dann wird das Grundideal i-ter Stufe nach Definition 
gleich dem Einheitsideal fiir alle q, 4? fiir die 44> ist; fir A4<7@ aber 
wird nach Satz I dieses Grundideal gleich q, _. Somit kommt nach Hilfs- 
satz VI: 


(5) B= (Oy gr ener yd eed Mga e eens 4, 5,° 


und diese Darstellung laBt g; als isolierte Komponente der Zerlegung 
erkennen, da keines der zu g; gehérigen Primideale in einem der iibrigen 
Primideale, die simtlich von niedrigerer Dimension sind, aufgehen kann. 

Treten speziell unter den zugehérigen Primidealen nur solche der 
, nach (5) gleich dem Einheits- 
ideal, g;=9,,,—=--. =m; es wird also Ry—R. Sind aber Prim- 
ideale verschiedener Dimension vorhanden, ist etwa Ie Ses  ' 


i+r 


Dimension n —é auf, so wird g,,..., g; 


5 ahaa 


Null verschieden, so wird nach (5): 


§ FOF $,,,79;.,7 ane 
aber 


G.=G,™---= G9, GO ee = Been?’ 


es werden also die Faktoren R™, R“*”, R“*” und nur diese von der 
Einheit verschieden’*). 

Vermége Satz VIII 1aBt sich Satz I verscharfen zu 

Satz IX. Ein Ideal ist dann und nur dann primdr, wenn seine 
Elementarteilerform — und folglich seine Norm — eine Primdarfunktion ist. 


Da8 die Bedingung fiir primire Ideale erfiillt ist, war in Satz I ge- 
zeigt. Sei jetzt umgekehrt die Elementarteilerform von m gegeben durch 
Q’*—(P™)*, wo P™ eine Primfunktion bedeutet. Dann sind nach 
Satz VIII alle Primideale von m von derselben Dimension n—i. Aus 


m =|q,,--+. Qa] ergibt sich: 
Q” — 0(q,); also (P)? = 0(p,) und somit P= 0(y,). 


*) Aus Satz VIII ergibt sich wieder unter Beachtung von Hilfssatz II, daB die 
Grundideale — als kleinste gemeinsame Vielfache von transformierten Idealen — 
transformierte Ideale werden. Da Satz VIII nur auf Satzen aus H.-N. beruht, wo 
diese Tatsache nicht benutzt wird, so ergibt sich damit ein neuer Beweis, der zugleich 
den inneren Grund aufdeckt. Der Satz wird bei H.-N. nur bei der Theorie der Null- 
stellen verwendet, die ja hier neu entwickelt ist. 
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Da nun alle p, von der Dimension n — ¢é sind, und P® eine Primfunktion 
bedeutet, so wird P“ gleich der Elementarteilerform von jedem p,. Somit 
stimmen nach dem Korollar zu Satz IV alle p, iiberein; es kann also, 
da es sich um groBte primaire Komponenten handelt, nur ein p auftreten; 
m wird primar, wobei fiir 9 = 1 der Spezialfall prim nicht ausgeschlossen 
ist. Satz VIII und Satz IX fiihren zur Einordnung der Komponenten 
der Grundideale nach 


Satz X. Die Komponente 1, des Grundideals g;, die dem grdpten 
primaren Faktor Q = (Pi°)% von R” entspricht, ist gegeben durch die 
isolierte Komponente der Zerlegung, die eindeutig bestimmt ist durch die 
zugehorigen Primideale der Dimensionen n —1,...,n —t-+1 und durch 
dasjenige Primideal von der Dimension n—i, dessen Elementarteiler- 
form gleich P{* wird. Zugehdrige Primideale und grépte primdre Fak- 
toren der Norm entsprechen sich eineindeutig. 

Nach § 1, 7. stimmen die r, mit ihrem Grundideal 7-ter Stufe iiberein, 
und besitzen g;_, als Grundideal (¢ —1)-ter Stufe; sie lassen also nach 
Satz VIII bzw. (5) eine kiirzeste Darstellung zu: r= [Qs-1, Q,1,---) Gae,]; 
wo alle q von der Dimension n — i sind und zu verschiedenen Primidealen 
gehéren. Nach der Definition von Q” kommt — unter Beriicksichtigung, 
da8 r, mit seinem Grundideal i-ter Stufe iibereinstimmt — : 


Qg,-,=O(aax); (x—1,...,t;) und folglich 
(Q;”)% 0(qax); also (P{°)% = 0(p,,) und somit P{ = 0(p,.), 


woraus wie beim Beweise von Satz IX folgt, daB in der Darstellung 
von t, nur eim q, und zugehdriges p, der Dimension n — ¢ auftreten kann; 
und daB die Elementarteilerform von p; durch P,” gegeben ist. Es ist p, 
als zugehériges Primideal von m nachzuweisen und zu zeigen, daB q, in 
mindestens einer Darstellung von m durch gréBte primare Komponenten 
wirklich auftritt; dann ist damit auch r, als isolierte Komponente der 
Zerlegung erkannt, da kein Primideal in einem von gleicher oder 
niedrigerer Dimension aufgehen kann und zwar als Komponente, die be- 
stimmt ist durch p, und alle zugehérigen Primideale héherer Dimension. 
Zu diesem Nachweis ist nur zu zeigen, daB q, in einer kiirzesten Dar- 
stellung von g,; auftritt, da sich eine solche nach Satz VIII immer zu 
einer kiirzesten Darstellung von m erginzen laBt; es ist also nur zu zeigen, 
da8 die Darstellung g;—[rt,,...,ta]=[Q;-3,4,5---» Qa] eime kiirzeste 
wird. Ginge nun etwa q, in seinem Komplement auf, wire also 
Qi-1 1--- Ga—1 Qa41-+- Qa durch q, teilbar, so wiirde daraus wegen g;-1== 0 (qa) 
die Teilbarkeit einer Potenz von q, durch q, folgen fiir « + 4; es wiirden 
also, da die zugehérigen Primideale p, und p, beide gleicher Dimension 
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sind, diese Primideale nach Satz II iibereinstimmen; das ist aber un- 
méglich, da ihre Elementarteilerformen Pp und P;" nach Definition ver- 
schieden sind. Die Darstellung von g,, der nach Satz VIII alle zuge- 
hérigen Primideale der Dimension » —i entsprechen, zeigt weiter, dab 
jedem solchen Primideal auch wirklich ein gréBter primarer Faktor der 
Norm entspricht; das eineindeutige Entsprechen ist somit bewiesen. 
Satz X ergibt unmittelbar die Ubertragung von Satz IV nach 
Satz XI. Die einzelnen gréfiten primdren Faktoren Q” Pi”); 
der Norm lassen eine Produktdarstellung zu: 
Q: I] ( 2 itt, ta lni Yn» wie 
[1 (tly Vir) +--+ tail Yn — Yar) ks 
WO Yir,--, Jn» je ein zusammengehdriges, von t;;,..., ty; unabhdngiges 
Nullstellensystem des zugehdrigen Primideals p, in den urspriinglichen 
Unbestimmten y darstelli, und 4; den Wert Eins oder p!s besitzt; dadurch 
ist die Zerlegung der Norm in Linearfjak‘oren vollstdndig gegeben. Der 
Grad von Q” gibt den Grad des durch Restklassen aus g;_, 
tierten Teilrings der Restklassen nach der isolierten Komponente t;,, und 
zwar in bezug auf den durch Quotientenbildung abgeleiteten Restklassen- 
teilkérper (P(u,x 4 
um den Ring aller Restklassen. Bei Adjunktion neuer Unbestimmten v 


reprasen- 


cage +++s %,)); bet primdren Idealen handelt es sich also 


n 


kommt noch die Zerlegung: 
Q; u,v [](z— 14%,— ... — vp X;,)°4%. 

Es handelt sich, da P;" nach Satz X als Elementarteilerform von yp, 
erkannt, tatsichlich nur um das Einsetzen der Zerlegung von Satz IV; 
die Bemerkung iiber den Grad aber ist nur eine andere Fassung des in 
$1, 5. und 7. Gesagten*®). 


§ 6. 


Charakterisierung der Primideale und eigentlichen Primirideale durch 
Elementarteilerform und Norm. 


In Satz [X waren die Primirideale durch Elementarteilerform und 
Norm charakterisiert, aber nur in der Art, da8 prim als Spezialfall von 


Ebenso ist auch die in Anm., *) von H.-N. erwaihnte Fassung der Multiplizitit 
eine unmittelbare Folge von Satz X. Denn das Restklassensystem g,_, |r, ist bei 
Adjunktion von 2; ,,,...,%, — isomorph zu t;|t;, wo t;=[g;_,, Tyrerey errr 
gesetzt ist, wie das Zuriickgehen auf Moduln aus Linearformen (H.-N., Satz V) in 
Anbetracht der Teilerfremdheit der Q® unmittelbar zeigt; t,|rt, wird isomorph zu 
t,\q;- Dabei entsteht t; aus dem Komplement von gq, bei Adjunktion von 
ae 











Eliminationstheorie und Idealtheorie. 255 


primar zu betrachten war. Es handelt sich jetzt um die Trennung von 
Primidealen und eigentlichen Primiridealen; die Uberlegungen werden 
denen von § 3 parallel laufen. Bedingungen, die entweder notwendig 
oder hinreichend sind, lassen sich leicht angeben nach 


Satz XII. Hine notwendige Bedingung fiir ein Primideal ist, dap 
die Elementarteilerform Primfunktion ist, eine hinreichende, dap die Norm 
Primfunktion ist. M. a. W. die Elementarteilerform eines Primideals ist 
stets eine Primfunktion, die Norm eines eigentlichen Primdrideals stets 
eine eigentliche Primdrfunktion. 


DaB die Elementarteilerform eines Primideals eine Primfunktion wird, 
war schon in Satz I gezeigt. Sei jetzt die Norm R, gleich einer Prim- 
funktion; es ist zu zeigen, daB bei dieser Voraussetzung jeder echte 
Teiler a von q von niedrigerer Héchstdimension wird, wodurch q nach 
Satz II als Primideal erkannt ist. In der Tat wird nach § 1, 6. der 
erste Faktor der Norm R,, der von dem entsprechenden von R, ver- 
schieden ist, ein echter Teiler; wegen R, =P“ mu8 somit der Faktor R“’ 
von R, gleich einem echten Teiler von P, also gleich der Einheit werden ; 
a wird von niedrigerer Héchstdimension. 


Ein zweiter einfacher Beweis beruht aui dem auch dem folgenden 
Satz zugrunde liegenden 


Hilfssatz VII. Das durch Polynome H“ reprasentierte System 
der Restklassen nach der Elementarteilerform E“ eines Primédrideals - 
allgemeiner eines Ideals, das nur zugehérige Primideale der Dimension 
n —@ besitzt — ist isomorph einem Teilsystem der Restklassen nach diesem 
Ideal. Der Grad der Elementarteilerform gibt den Grad dieses Rest- 
klassensystems in bezug auf den Quotientenkorper (P(u, 2;,,,.--,%,)) an. 


In der Tat laB8t sich eine Zuordnung herstellen dadurch, daB die 
durch gleiche Polynome H™ reprisentierten Klassen einander zugeordnet 
werden; Summe und Produkt entsprechen dabei Summe und Produkt. 
Die Zuordnung ist aber auch eineindeutig; denn alle der Nullklasse nach 
dem Ideal angehérenden Polynome H™ sind nach Definition durch 2“ 
teilbar; der Nullklasse entspricht also die Nullklasse nach E“, und natiir- 
lich gilt auch das Umgekehrte. 


Sei jetzt die Norm eines Ideals eine Primfunktion P, also mit der 
Elementarteilerform identisch. Folglich stimmen die Grade der Rest- 
klassensysteme nach der Elementarteilerform P“ und nach q in bezug 
auf (P(u,2;,,,---,%,)) tiberein; das dem Restklassensystem nach p” 
isomorphe Teilsystem erschépft also die Restklassen nach q; und da dies 
System keine Nullteiler besitzen kann, wird q Primideal. 
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Im allgemeinen ]48t Satz XII sich nicht zu notwendigen und hin- 
reichenden Bedingungen verscharfen, wie weiter unten an Beispielen ge- 
zeigt werden wird. Dagegen ist dies der Fall, wenn der Koeffizienten- 
bereich P ein vollkommener Kérper (§ 1, 14.) ist, nach 


Satz XIII. Ist der Koeffizientenbereich P ein vollkommener Korper, 
so werden Norm und Elementarteilerform eines Primideals Primfunktionen 
und folglich identisch, Norm und Elementarteilerform eines eigentlichen 
Primdrideals eigentliche Primdrfunktionen. Die Bedingung, dap die 
Elementarteilerform Primfunktion ist, ist also bei vollkommenem Korper 
eine notwendige und hinreichende fiir ein Primideal; statt der Elementar- 
teilerform kann in der Bedingung auch die Norm stehen. 


Unter Beriicksichtigung von Satz XII wird Satz XIII bewiesen sein, 
wenn gezeigt ist, daB bei vollkommenem Kérper das Ideal Primideal 
wird, sobald die Elementarteilerform Primfunktion ist; und da8 dann die 
Norm gleich dieser Primfunktion wird. Nun war in Hilfssatz V, §3 ge- 
zeigt, daB bei vollkommenem Kérper die Elementarteilerform eine Prim- 
funktion erster Art wird, sobald sie iiberhaupt Primfunktion ist. Bedeutet 
daher (R) den durch Adjunktion von (z,) zu (P(u,2,;,,,---,2%,)) ent 
standenen Restklassenkérper (P (wu, 2,,2;,,,---, Z,)) nach P™, so wird (z;) 
Nullstelle der Primfunktion erster Art (P“’), und folglich sind, wie etwa die 
Lagrangesche Formel zeigt, (y,),...,(y,) in (9) enthalten. Das nach 
Hilfssatz VII zu (§\ isomorphe Teilsystem der Restklassen nach dem 
betrachteten Ideal gq — wobei es sich nur um Auitreten von Nennern 
aus (P(w, a;,,,...,2,,)) handelt — enthilt also die Restklassen (y, ), ...,(y,) 
und erschépft folglich das Restklassensystem nach q; da es aber als zu 
(R) isomorph keine Nullteiler besitzen kann, wird q Primideal. Der Grad 
dieses Restklassenkérpers () von q in bezug auf (P(w, z,,,,.--,%,)) wird 
gleich dem Grad der Norm von q; andererseits wegen des Isomorphismus 
zu (Rt) gleich dem Grad der Elementarteilerform P™; somit miissen 
Norm und Elementarteilerform iibereinstimmen. 

Bei unvollkommenem Kérper 1a8t Satz XII immerhin noch die Ver- 
scharfung zu: 


Satz XIV. Ist der Koeffizientenbereich P ein ‘unvollkommener 
Koérper von der Charakteristik p, so wird die Norm eines Primideals die 
p*-té Potenz der Elementarteilerform; es wird 0 <g <(i--1)f, wof den 
Exponenten der Elementarteilerform, n — i die Dimension des Primideals 
bedeutet. 

Satz XIV kommt auf die Behauptung hinaus, daB der Restklassen- 
kérper (&) vor » vom Grade p?(g>0) in bezug auf den zu (MR) iso- 
morphen Teilkérper (R’) = (P(u, z;,2;,,,---,2%,)) wird. Das wird aber 
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unmittelbar aus den in §1, 15. angegebenen Steinitzschen Satzen folgen, 
genauer aus 


Hilfssatz VIII. Ist 2 eine endliche Erweiterung des unvollkom- 
menen Kérpers 2 vom reduzierten Grade r und Exponenten f, &, der in 2 
enthaliene Kérper erster Art, M ein Zwischenkdrper von Q, und &, 80 
wird der Grad jedes Elementes aus 2 in bezug auf M eine Potenz von Pp, 
wo p die Charakteristik von 2 bedeutet. 

Denn es gehért die p/-te Potenz (f’ <f) jedes Elementes z aus 2 
zu &,; somit wird z Nullstelle einer Primfunktion G(t) = (t — 2)?" mit 
Koeffizienten aus 2,. Sei H(t)—(t—z)° die Primfunktion in M mit 
der Nullstelle z; dann hat H(t) auch Koeffizienten aus 2,(z) und somit 
gehéren die Koeffizienten von H(t) dem Durchschnittskérper von It und 
2,(z) an, also einem Zwischenkérper von 2, und &,(z). Der Grad von z 
in bezug auf 9 wird also gleich dem Grad in bezug auf diesen Zwischen- 
kérper, somit als Teiler von p/’ eine Potenz von p. 

Zum Beweise von Satz XIV ist jetzt nur zu bemerken, daB der 
Kérper (R’)=(P(u,2,;,2;,,,---,%,)) vom Grad r-pf in bezug auf 
(P(w, 2; ,,,--+) %,)) sein muB, wenn r den reduzierten Grad, f den Ex- 
ponenten von (§) bedeutet; und daB folglich der in () enthaltene K6érper 
erster Art (§,) Teilkérper von (§t’) sein muB. Denn da es Elemente 
vom Grade r-p/ in (S) gibt (§ 1, 15.), mu8 notwendig (2z;) von diesem Grad 
sein, da alle Elemente aus (§t) durch Spezialisierung der t,, in (z;) ent- 
stehen; der Exponent von (§) stimmt also mit dem Exponenten der 


Elementarteilerform iiberein und (x,)?" wird vom Grade r und Element 
von (§,), somit primitives Element von (&,). Da aber (§) durch Ad- 
junktion endlichvieler Elemente — etwa (z,),...,(%;_,) — zu (R’) ent- 
steht, ergibt die endlich oftmalige Anwendung von Hilfssatz VIII den 
gewiinschten Beweis und zugleich die Abschatzung fiir g.*") 

Es seien jetzt noch die Beispiele nachgetragen, die zeigen, daB Satz XII 
sich im allgemeinen nicht iiber Satz XIV hinaus verschirfen laBt; es 
handelt sich um ein Primideal, dessen Norm gleich dem Quadrat der 
Elementarteilerform wird (g > 0), und um eigentliche Primarideale, deren 
Elementarteilerform Primfunktionen werden; letateres Beispiel zeigt zugleich, 
daB8 hier kein Analogon zu Satz XIV besteht, sondern daB die Norm eine 
beliebige Potenz der Elementarteilerform werden kann. 

Der Koeffizientenbereich P entstehe durch Adjunktion zweier Unbe- 
stimmten A, « zu dem Kérper der Restklassen modulo 2, sei also ein 


*") Vgl. hierzu die parallel laufenden Uberlegungen bei A. Ostrowski, Zur arith- 
metischen Theorie der algebraischen GréBen, Gitt. Nachr. 1919, S. 279-298; ins- 
besondere 8. 288, wo der entsprechendce Satz ohne Beweis ausgesprochen ist. 
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unvollkommener Kérper von der Charakteristik zwei. Es handle sich um 
das Ideal fp = (y> +4, y3+ 4), das Primideal sein muB, da das Rest- 
klassensystem (&) dem Kérper P(y 4, V u) isomorph wird. () wird vom 
vierten Grad in bezug auf (P), vom reduzierten Grad r—1, vom Ex- 
ponenten f= 2; die Elementarteilerform P“ wird also zweiten Grades, 
die Norm vierten Grades und somit Quadrat von P*’, wie auch die 
Moduldarstellung (3), § 1, 5. leicht nachrechnen la8t; es kommt P” 


> 
..) = 


= (U,, Mes + U » + (u,,4-+ uy, 4) oder auch nach geeigneter Multi- 


. a3 "31 
plikation: x, +-(t,,4 + t,, 4). 


Es entstehe jetzt P durch Adjunktion der einen Unbestimmten 4 
zu dem Kérper der Restklassen modulo 2, und es werde das Ideal 


G=(y, +4, ¥, +4) =(y, +4, (y, + y,) ) zugrunde gelegt. Als Elementar- 

teilerform kommt durch die Spezialisierung « = 4 aus der oben angegebenen : 
(2 2 re ie . : : 

Pp” =x, —A(t,, +14,,), also eine Primfunktion, da t,, =(0), t.. = (1 


zu der Primfunktion x, +-4 fiihrt. q wird aber eigentlich primar, da es 
(y, + ye), aber nicht (y, +-y,) enthailt. Die Norm mu gleich dem 
Quadrat, also gleich der p-ten Potenz, von P™ werden, da die Anzahl 
der in bezug auf P linear unabhangigen Restklassen von @ gleich vier betragt. 

DaB dies letztere Analogon zu Satz XIV nicht immer erfiillt ist, 


zeige folgendes Beispiel: P entstehe durch Adjunktion der Unbestimmten 


4 zu dem Restklassenkérper modulo 3; es werde 7 =(y, +-4,(y,—Ys)') zu- 
grunde gelegt, so daB es sich also wie oben um ein eigentliches Primar- 
ideal handelt. Die Elementarteilerform wird — unter Beriicksichtigung, 
daB auch Ye +4 durch @ teilbar — gleich P™ = x, + 2(t,, + —-, also 


Primfunktion; die Norm wird aber gleich dem Quadrat von P’, da es 
sich um sechs linearunabhangige Restklassen nach g handelt. Es tritt 
hier also nicht die p?-te Potenz der Elementarteilerform auf. 

Das erste Beispiel zeigt, da8 bei unvollkommenem K6rper als Koef- 
fizientenbereich genau wie in algebraischen Zahlkérpern Primideale von 
héherem als dem ersten Grad auftreten kénnen, wo p?’ als Grad des 
Primideals zu bezeichnen ist. Die weiteren Beispiele sind als Analogon 
zu Verzweigungsidealen aufzufassen, also dazu, da8 eine Primzahl durch 
eine héhere Potenz eines Primideals, durch ein Primirideal teilbar wird: 
denn wie in Anmerkung *°) gezeigt, entspricht die Elementarteilerform 
der kleinsten ganzen rationalen Zahl, die durch ein Ideal in einem algebra- 


ischen Zahlkérper teilbar wird. 


§ 7. 


Absolute Primideale. 


Ein Primideal mit Koeffizienten aus P wird als absolutes Primideal 
bezeichnet, wenn es Primideal bleibt in dem algebraisch abgeschlossenen 
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Kérper A, zu dem P sich erweitern laBt**). Entsprechend heiBt eine Prim- 
funktion P mit Koeffizienten aus P absolute Primfunktion — absolut 
irreduzibles Polynom —, wenn P Primfunktion in A bleibt. Die Cha- 
rakterisierung der absoluten Primideale wird geleistet durch 

Satz XV. Eine notwendige und hinreichende Bedingung fiir ein 
absolutes Primideal besteht darin, dafi seine Elementarteilerform — die 
als ganz und primitiv in den u vorausgesetzt werden dar{ eine abso- 
lute Primfunktion als Polynom der x und u wird. Die Elementarteiler- 
form wird mit der Norm identisch, so dafi die Bedingung sich auch fiir 
die Norm aussprechen lafpt. 

Zum Beweise ist vorerst zu bemerken, dai allgemein Norm und 
Elementarteilerform bei algebraischer Erweiterung des Koeffizientenbereichs 
erhalten bleiben. Denn die einzelnen Faktoren R bzw. E“ sind definiert 
als gréBte gemeinsame Teiler im Polynomsinn, eine Eigenschaft, die bei 
algebraischer Erweiterung des Koeffizientenbereichs erhalten bleibt. Es 
bleibt also P” auch Elementarteilerform von p beim Ubergang von P 
zu A, also beim Ubergang zu einem vollkommenen Kérper als Koeffizienten- 
bereich; denn jeder algebraisch abgeschlossene Kérper ist vollkommen, 
wie die Definition unmittelbar zeigt. Nach Satz XIII ist daher eine not- 
wendige und hinreichende Bedingung fiir p als absolutes Primideal, dab 
P”® Primfunktion in bezug auf A(«) wird; also absolute Primfunktion als 
Polynom der x und wu, wenn P“ als ganz und primitiv in den « voraus- 
gesetzt wird. Zugleich wird P” nach Satz XIII auch mit der Norm von 
p identisch, sobald A als Koeffizientenbereich zugrunde gelegt wird; also 
gilt nach dem oben Bemerkten das gleiche auch bei Zugrundelegung von 
P, womit Satz XV bewiesen ist. 

Fiir absolute Primjfunktionen P mit Koeffizienten aus einem (end- 
lichen) algebraischen Zahlkérper & gilt nun der Satz**), daB P Prim- 
funktion bleibt, genauer absolute Primfunktion modulo jedes Primideals 
aus &, héchstens mit Ausnahme von endlich vielen Primidealen aus &. 
Die Ubertragung dieses Satzes auf absolute Primideale stiitzt sich auf 

Satz XVI. Wird als Koeffizientenbereich an Stelle eines Koérpers der 
Ring o* aller ganzen algebraischen Zahlen eines (endlichen) algebraischen 
Zahlkérpers & zugrunde gelegt, so bleibt Norm und Elementarteilerform eines 


2) Ein algebraisch abgeschlossener Kérper ist bekanntlich ein solcher, in dem 
jedes Polynom einer Unbestimmten in Linearfaktoren zerfallt. Existenz und wesent- 
liche Eindeutigkeit des zu einem beliebigen Kérper gehérenden algebraisch abgeschlos- 
senen Kérpers bei Steinitz. 

®3) A. Ostrowski: a. a. O. (Anm. *)); Hilfssatz 8. 296. — Einfacherer Beweis bei 
E. Noether, Ein algebraisches Kriterium fiir absolute Irreduzibilitét, Math. Ann. 85 
(1922), S. 26—33, Nr. 7. 
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Polynomideals als Norm und Elementarteilerform erhalten modulo jedes 
Primideals aus &, héchstens mit Ausnahme von endlich vielen Prim- 
idealen aus &. 


Zum Beweise ist der zugrunde gelegte Polynombereich gegeniiber § 1, 1. 
zu modifizieren. Es bestehe § aus allen Polynomen in y,,..., y, mit 
Koeffizienten aus o0*, also ganzen algebraischen Zahlen aus &; der Koef- 
fizientenbereich von 3 sei o* [uw], d. h. alle Polynome in u mit Koeffizienten 
aus o*. Ist m ein Ideal in %, so geht es vermége (1) in ein transfor- 
miertes Ideal m in & iiber. Es ist nachzuweisen, daB8 zur Bildung der 
Norm nur eine endliche Anzahl von Polynomen aus o*[u] im Nenner 
auftritt, woraus Satz XVI direkt folgen wird. 

Dazu ist vorerst zu bemerken, daB die Moduldarstellung (3) in § 1, 5. 
zur Bildung der Einzelnorm hinauskommt auf eine Reduktion der Potenzen 
*-) __ U;_1(u) a1 + nied- 
rigere Glieder**); dabei diirfen alle Koeffizienten von c“~-” | insbesondere 


> 


von x;_, modulo einem in z;_, reguliren Polynom C 
i-1 1-1 Teg 7 


also U,_,, als GréBen aus o*{u] angenommen werden. Da es sich um 


sukzessive Reduktion von z,,..., 2 handelt, wird also die in den x 


*9 Mi-4 

ganze Moduldarstellung auch ganz in o*[u] bis auf Potenzprodukte 
U}*...U;*j* im Nenner. Das Produkt U, U,...U,, aufgefaBt als Polynom 
in den uw, definiert aber durch seine Koeffizienten ein Ideal r* aus &, 
das mithin nur durch endlich viele Primideale aus & teilbar wird. Nimmt 
man p* verschieden von diesen endlich vielen an, und legt als Koeffizienten- 
bereich den Restklassenkérper nach p* zugrunde, so bleibt also die urspriing- 
liche Moduldarstellung erhalten, indem nur jede Zahl aus o* durch .ihre 
Restklasse nach p* ersetzt wird. 

Es lassen sich ferner Norm und Elementarteilerform, da sie nur bis 
auf Faktoren aus o*[u] bestimmt sind, auch in bezug auf o* [wu] durch 
m teilbar annehmen. Sei bei dieser Annahme etwa R™ — V;({u) at + nied- 
rigere Glieder, so daB bei der Teilbarkeit aller o9-reihigen Determinanten 
des durch C“~” bestimmten Moduls 9%*, vom Rang @ nur Potenzen von 
V; auBer den U"...U,°7 im Nenner auftreten. Wahlt man daher p* 
auch noch verschieden von den endlich vielen Primidealen aus &, die in 
dem durch V,V,...V, bestimmten Ideal aus & aufgehen, so bleibt R 
gemeinsamer Teiler dieser Determinanten bei Zugrundelegung des Rest- 
klassenkérpers nach p* als Koeffizientenbereich und der Rang von M*, 
bleibt erhalten, da C eine o-reihige Determinante aus Me, war. SchlieB- 
lich ist p* noch so zu wihlen, daB R" jeweils gréBter gemeinsamer Teiler 
bleibt. Es durchlaufe D® alle o-reihigen Determinanten aus t;_,, 80 
daB nach Voraussetzung U”...U;';'V7D® = R® T™ kommt, wo also 


%) Vgl. dazu H.-N. § 4. 
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die 7 keinen gemeinsamen, x enthaltenden Teiler im Polynomsinn be- 
sitzen. Folglich enthalt das aus allen 7 abgeleitete Ideal ein Polynom 
g“*» — W,(u) af. + niedrigere Glieder, W;+0; daB dabei G“*” als 
regular in z,;,, angenommen werden darf, zeigt die Zugammensetzung der 
Transformation (1) mit einer solchen von z,,,,...,2, mit neuen Un- 
bestimmten als Koeffizienten. Wahlt man also p* auch noch verschieden 
von den endlich vielen Primidealen, die in dem durch W, W,...W,, be- 
stimmten Ideal aus @ aufgehen, so bleibt bei Zugrundelegung des Rest- 
klassenkérpers nach p* als Koeffizientenbereich tatsachlich Ry, als Norm 
erhalten. Ganz entsprechend la8t sich p* weiter noch so wiahlen, daf 
auch E,», als Elementarteilerform erhalten bleibt; Satz XVI ist damit 
bewiesen. 


Aus Satz XV und XVI folgt als Verallgemeinerung des Satzes iiber 
die absoluten Primfunktionen und unter Benutzung dieses Satzes 


Satz XVII. Ist p ein absolutes Primideal mit ganzen Zahlen aus 
einem (endlichen) algebraischen Zahlkérper R als Koeffizienten, so bleibt 
p Primideal, genauer absolutes Primideal modulo jedes Primideals aus 
R, héchstens mit Ausnahme von endlich vielen Primidealen aus &. 

Zum Beweise sei die Norm R, von p wie in Satz XVI so gewahlt, 
daB sie auch in bezug auf o*[{u] durch p teilbar wird; es wird dann 
R, = T(u) P™ (x), wo P(x) als ganz und primitiv in den wu angenommen 
werden darf. P“ wird folglich nach Satz XV, aufgefaBt als Polynom in 
u und x mit Koeffizienten aus 8, eine absolute Primfunktion. Nach dem 
Satz iiber die absoluten Primfunktionen behilt P” diese Eigenschaft 
modulo jedes Primideals aus R, héchstens mit Ausnahme von endlich vielen 
Primidealen aus &. Wahlt man also p* verschieden von diesen endlich 
vielen Primidealen, und nach Satz XVI noch verschieden von endlich vielen 
weiteren Primidealen aus &, so wird P® — dessen Koeffizienten aus o* . 
durch die entsprechenden Restklassen nach p* zu ersetzen sind — Norm 
von p bei Zugrundelegung des Restklassenkérpers nach p* als Koeffizienten- 
bereich P, und diese Norm wird absolute Primfunktion. Bei Zugrunde- 
legung von P als Koeffizientenbereich bleibt also p nach Satz XV absolutes 
Primideal, womit Satz XVII bewiesen ist. 


Géttingen, 8. Mai 1923. 


(Eingegangen am 9. 3. 1923.) 














Uber die Normenreste eines relativ-zyklischen Kérpers 
vom Primzahlgrad 7 nach einem Primteiler [ von J. 


Von 


Kurt Hensel in Marburg und Helmut Hasse in Kiel. 


Die vorliegende auf Grund gemeinsamer Besprechungen entstandene 
Arbeit bildet eine Fortsetzung einer kiirzlich in dieser Zeitschrift erschie- 
nenen Abhandlung des einen von uns’). Sei wie dort & ein beliebiger 
algebraischer Zahlkérper, der die 1-te Einheitswurzel ¢ enthalt (/ beliebige 
Primzahl!), « eine Zahl aus &, die nur keine /-te Potenz in k ist und K 
der durch die reine Gleichung 


z+=« 


definierte relativ-zyklische Kérper vom Primzahlgrad / iiber k. Es soll 
dann hier die Frage nach dem Normenrestcharakter (N. R., 8S. 2) der Zahlen 
B von k in bezug auf K fiir den a. a. O. noch ausgeschlossenen, schwie- 
rigsten und zugleich wichtigsten und interessantesten Fall vollstandig be- 
antwortet werden, daB der zugrunde gelegte Primteiler ein Teiler [ von / 
in & ist. 

Wiahrend die Resultate fiir den in N. R. behandelten Fall eines zu / 
primen p im wesentlichen mit den Satzen der Hilbert-Furtwinglerschen 
Theorie*) iibereinstimmen und sich von jenen nur durch die u. E. natur- 
gemaBere Behandlungsweise unterscheiden, was schon in der viel einfacheren 
Definition des Normenrestcharakters (N. R., S. 2) deutlich zum Ausdruck 
kommt, werden die Ergebnisse dieser Arbeit erheblich iiber die entsprechenden 








*) K. Hensel, Uber die Normenreste und Nichtreste in den allgemeinsten relativ- 
Abelschen Zahlkérpern, Math. Ann. 85 (1922), S. 1—10, im folgenden zitiert mit N. R. 

*) Siehe etwa D. Hilbert, Uber dic Theorie aes rel.-quadr. Zahlkérpers, Math. 
Ann. 51 (1898), S. 1 ff., und Ph. Furtwingler, Uber die Reziprozitiitsgesetze zwischen 
l-ten Potenzresten usw., Math. Ann. 58 (1904), S. 1 ff.; Die Reziprozititsgesetze fiir 
Potenzreste mit Primzahlexponenten usw., Math. Ann. 67 (1909), S. 1 ff.; 72 (1911), 
8. 346 ff.; 74 (1913), S. 413 ff.; T, Takagi, Uber eine Theorie des relativ-Abelschen 
Zahlkérpers, Journ. of Coll. of Science 41, 3, Tokyo 1920. 
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Resultate Hilberts und Furtwanglers hinausgehen. Das dortige Haupt- 
resultat, das in dem Satz enthalten ist*): 


Geht | nicht in der Relativdiskriminante von K auf, so sind alle zu 
{ primen Zahlen von k Normenreste von K nach |. Im anderen Falle 
bilden die zu | primen Normenreste von K nach | eine Untergruppe vom 
Index | aller zu 1 primen Restklassen nach jedem geniigend hohen Modul 
el 
aa 
gibt namlich nur eine Abzéhlung der zu[ primen Normenreste. Wir wer- 
den hier erstens das Resultat in vollster Allgemeinheit, d. h. auch fiir zu 
{ nicht prime Zahlen erhalten und zweitens die betreffende Untergruppe 
der Normenreste genau angeben. 


{1° (es geniigt stets g > wenn | genau durch \° teilbar), 
<j ) 


Das erhaltene Ergebnis wird von dem jiingeren von uns in einigen 
weiteren Arbeiten zur Aufstellung einer systematischen Theorie der quadra- 
tischen Formen‘) in einem algebraischen Kérper k, sowie zu bemerkens- 
werten Verallgemeinerungen der bekannten Furtwanglerschen Reziprozitats- 
gesetze fiir /-te Potenzreste in k auf nichtprimaire Zahlen verwendet 
werden. 

Sei I ein Primteiler von / in k, e seine Ordnung, f sein Grad, ef = u 
und k(1) der zu [ gehérige transzendente Erweiterungskérper von k. Dann 
gelten folgende, leicht einzusehende Tatsachen (N. R., 8.2 und 3): 

Jede l-te Potenz B= &'(1) in k(1) ist Normenrest von K nach 1. 

Ist « = &'(1) l-te Potenz in k(1), so ist jedes B von k(1) Normenrest 
von K = (Va) nach |. 

Produkt und Quotient aus Normenresten sind wieder Normenreste, 
Produkt und Quotient aus einem Normenrest und einem Normennichtrest 
sind Normennichtreste, d. h. die Normenreste bilden eine Untergruppe aller 
Zahlen von k(1). 


Infolge dieser drei Saétze darf man zur Entscheidung iiber den Normen- 


t 

restcharakter von f# in bezug auf K—k(Va) die Zahlen f und « von 
vornherein durch Multiplikation mit geeigneten /-ten Potenzen aus k (1) in ein- 
fachen Normalformen annehmen, auf die zunachst eingegangen werden soll. 


*) Ph. Furtwangler, Math. Ann. 58, 8. 47 unten, sowie die weiteren zitierten 
Arbciten, insbesondere Takagi a.a.0O., Satz 9, S. 28. 

*) Ubertragung der beiden Arbeiten: H. Hasse, Uber die Darstellbarkeit von 
Zahlen durch quadratische Formen im Kérper der rationalen Zahlen und Uber die 
Aquivalenz quadratischer Formen im K6rper der rationalen Zahlen, J. f. Math. 152 
(1923), S. 129 ff. u. 205 ff. Beide Ubertragungen erscheinen in J. f. Math. 153. 
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Nach den Ergebnissen einer friiheren Arbeit des einen von uns*) lassen 
sich alle 8 von k({) dureh ein sogenanntes Fundamentalsystem fir die 
multiplikative Darstellung in der Form darstellen: 

(1) p= 1° w* nit... n® na (1); b, € ganz rational | 
2 €,,-++, x3 €, ganze l-adische Zahlen| 

Die Basiselemente 4; w; 7,,.--, Mui 7, eines solchen Fundamental- 
systems sind: 

1. Eine Primzahl 4 fiir {, dh. eine genau durch [° teilbare Zahl 
aus k([). 

Es werde*) im folgenden die Entwicklung von —/ nach Potenzen 
von 4 in der Form 

— l= 4° mw" + hohere Glieder in 4 
angenommen. e und g sind dann, da k& nach Voraussetzung die /-ten 
‘1 


Einheitswurzeln enthalt, durch / — 1 teilbar, und &(1) enthalt eine VY — J, 
I-1 


deren I-te Potenz (¥ —1)'=4, gesetzt werden mége. 4, ist genau durch 
el 


{'-1 teilbar. 

2. Eine primitive (in k({) stets vorkommende) (1/ — 1)-te Einheits- 
wurzel w. 

3. e Basissysteme von je f Einseinheiten fiir die Gruppen der Eins- 


: , : ‘ el 
einheiten der e zu / primen Grade der Reihe 1, 2,..., a 
F ’ = 
¢= i, 2, ef “ 
¢=1,2,. f 
? ? Cy ont eee 
ly li, s,t i . e 
’ =(, 1, . 
s l om 1 
t 1.2...5,%—1 
Dabei bedeuten w\"”, ..., w;*" Systeme von je f mod [ linear unabhangigen 


Einheiten aus k([). 
Unter (w,,..., w,), kurz (w,;), mége im folgenden durchweg ein solches 
System verstanden, ferner die e zu / primen Grade sl+-¢ kurz mit o 


bezeichnet werden. 
. . , . : . l 

4. Eine ,,ausgezeichnete“ Einseinheit vom durch / teilbaren Grade i ;: 

v7 : 7, =1-+ wed. 

5) K. Hensel, Die maltiplikative Darstellung der algebraischen Zahlen fiir den 
Bereich eines beliebigen Primteilers, J. f. Math. 146 (1916), S. 189 ff., im folgenden 
zitiert mit M. D. 
®) Siehe hierzu M. D., 8S. 212. 
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Dabei ist unter w, hier wie im folgenden stets eine solche Einheit aus k ([) 
verstanden, fiir die der Ausdruck 

8; (5) = wy + wet... + wi’ *+:0 mod / 
ist’). 

Jedes System 4; w; ,,..-; %u; aq dieser Beschaffenheit ist als Fun- 
damentalsystem im Sinne von M.D. geeignet, gestattet also eine Darstel- 
lung (1) aller Elemente # aus k({). Diese ist dabei nicht eindeutig, 
vielmehr besteht eine, aber auch nur eine Relation (M.D., 8. 207): 


ny... nih nf@—=1 (1); (d,,---, du; dg ganze l-adische Zahlen) 


zwischen den Basiselementen, aus der jedesmal unendlich viele Darstel- 
lungen folgen*). In dieser Relation sind saémtliche Exponenten d, durch 
l teilbar. Daher sind jedenfalls die Anfangsglieder (nullten Niaherungs- 
werte) der ganzen l-adischen Exponenten @,,..., @,; €, in (1) als Zahlen 
der Reihe 0,1,...,1— 1 eindeutig bestimmt. Sieht man also, wie es ja 
unserem Zwecke entspricht, von allen multiplikativ zu # hinzutretenden 
l-ten Potenzen aus k(1) ab und beriicksichtigt noch, da8 w als Einheits- 
wurzel des zu J primen Grades /’— 1 stets l-te Potenz in k([) ist, so 
erkennt man, daB jedes £ aus k(1) eindeutig in der Form 

(2) B =a? nf... .n nie &' (0); (B; Cy, .- +5 Cn} 6, = 0, 1,...,8— 1) 
darstellbar ist’). Diese Normalform soll! fiir die auf ihren Normenrest- 
charakter zu untersuchenden Zahlen f aus k(1) zugrunde gelegt werden. 


Die Normalform fiir das den Relativkérper k(Va) definierende Ele- 
ment « von & ist in einer fritheren Arbeit des einen von uns behandelt 
worden*®), Dort wurde (ebenfalls auf Grund der Normalform (2)) gezeigt, 
daB abgesehen von dem schon oben auf S. 263 vollstandig erledigten Fall, 
wo « eine l-te Potenz in k({) ist, durch Fortlassen unwesentlicher /-ter 


*) Siehe hierzu K. Hensel, Zur multiplikativen Darstellung der algebraischen 
Zahlen fiir den Bereich eines Primteilers, J. f. Math. 151 (1921), S. 210—212. 

*) Die in M.D. getroffene Normierung des Koeffizienten a* einer der Eins- 
einheiten 7, (in der dortigen Bezeichnung vom Grade e,) diente nur dazu, diese 
Relation méglichst einfach zu machen, so daB sich aus den unendlich vielen Dar- 
stellungen jedes # eine ganz bestimmte, normierte auswihlen lieB (Beschrinkung eines 
Exponenten ¢,). Durch eine einfache Transformation des betr. Basissystems (¢,-ten 
Grades) kann man sich leicht von dieser Einschrankung befreien und erkennt so die 
Richtigkeit der im Text ausgesprochenen Behauptungen fiir allgemeine (nicht nor- 
mierte) Fundamentalsysteme der angegebenen Gestalt. 

*) Daraus folgt noch die wichtige Tateache, da8 jede Einseinheit von héherem 


als dem sf ten Grade aus k(1) eine l-te Potenz in k(1) ist. 


§ a 
1”) K. Hensel, Die Zerlegung der Primteiler eines beliebigen Zahlkérpers in 
einem auflésbaren Oberkérper, J. f. Math. 151 (1921), S. 200—203. 
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Potenzen und eine einfache Transformation der den Relativkérper bestim- 
menden Grundgleichung x'=—« das Element a@ stets auf eine der drei 
folgenden Normalformen gebracht werden kann, und da dann die daneben 


* . "a . . eo a I . 
angegebene Zerlegung des Primteilers [ im Relativkérper K = k (V«) gilt: 


a) a=j.=/1-+ Dy 4 > [=Q. 


8; (,) == 0 mod /). 


b) « A > [= Q’, 


~ 
A geeignet gewahlte Primzahl aus k([)). 


sh ! 
. 1 . Ve 
c)a=h,—1+ uA ;s [ez . 


el 


u Einheit aus k(1), A einer der Grade 0, also 0<h- 7) 


(A, t)=1 

Bezeichnet K( 2) den zu dem Primteiler & von K gehérigen trans- 
zendenten Erweiterungskérper, der ein algebraischer Kérper vom Relativ- 
grad | iiber k(1) ist, so ist (N.R., 8.2) eine Zahl 6 aus k(1) (speziell 
also aus &) dann und nur dann Normenrest von K nach [, wenn 


p= n(B (tT). *) 


d. h. 8 der Relativnorm einer Zahl B aus K({) fiir den Bereich | gleich 
ist. Um die Relativnormen der Zahlen B aus K(<%) und damit die 
Normenreste in k({) zu beherrschen, denken wir uns die Zahlen B von 
K (2) ebenfalls durch ein Fundamentalsystem in der zu (2) analogen Form: 


(3) BAP HS ...HoHH% =! (2), (B;C,,..., Cm; Co=0,1,...,2—1) 


dargestellt, wo die Basiselemente A; H,,...,H:,; Hg die entsprechende 
Bedeutung fiir K(2) haben, wie oben 4; ,,..., m3; Ma fiir k(1). 

Dann beweisen wir fiir den hier vorliegenden Fall den folgenden, 
schon in N.R., 8. 4(B) aufgestellten, und dort fiir die zu / primen Prim- 
teiler p bewiesenen Satz: 


i 


Satz 1. Zu jedem gegebenen « ( + & (1)) lassen sich die beiden Fun- 


damentalsysteme 
GED Os Gay oo 05 Met Ge und CHR) As Hi, .... Meas MH 
so wahlen, dap 


I. sdémtliche Elemente des Systems (1) mit Ausnahme eines einzigen 
Normenreste sind (dieses ausgezeichnete Element soll das_,,kritische‘ 
het Ben); 

11) Wir bezeichnen, abweichend von N.R., im AnschluB an die nach Hilbert- 
Furtwingler iibliche Bezeichnungsweise die Elemente des Relativkérpers K bzw. von 
K (2) durch groBe griechische Buchstaben 
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Il. die Relativnorm eines jeden Elementes des Systems (Il) bei der 
Darstellung durch das System (1) in der Form (2) jenes kritische Ele- 
ment nicht (d.h. nur in l-ter Potenz) enthdlt. 


Ist dieser Nachweis gefiihrt, so folgt unter Beriicksichtigung der Tat- 
sache, daB n (=') = £' eine l-te Potenz in k( {) ist, aus den Darstellungen 
(2) und (3) und ihrer Eindeutigkeit unmittelbar (vgl. N. R., 8S. 4) der 


Fundamentalsatz: 
Satz 2. Eine Zahl B aus k(1) ist dann und nur dann Normenrest 


von K _k (Va); (a+ é'(1)) nach 1, wenn sie bei der Darstellung durch 
das gefundene, zu « gehérige Fundamentalsystem (1) in der Form (2) 
das kritische Element nicht enthdlt. 

Nach diesem Satz bilden also (wenn « keine /-te Potenz in k({) ist), 


die Normenreste von k( Va) nach | stets eine gewisse Untergruppe aller 
Zahlen von k(1) vom Index /. Uber diesen rein abzahlenden Satz hinaus 
wird sich ferner der folgende, die genaue Charakterisierung der Normen- 
reste liefernde Satz ergeben: 


Satz 3. Das kritische Element, das als einziges Basiselement des 
zu « gehdrigen Fundamentalsystems (1) Normennichtrest ist, ist in den 
drei oben unterschiedenen Fallem fiir « bzw.: 


a) «=i,=—1-+ @,4,: das Element i, 


‘a 
b)a=A : das Element »,, 
c) a=, =—1+ ui”: eine gewisse der Einseinheiten M9 +++> My VON 
der Form 
ny = 1+ u’A™, 
deren Grad h' der Bedingung 
’ e 
h+h = j as 
genigt. 

Durch die Saétze 2 und 3 wird fiir jedes gegebene @ eine genaue 


Ubersicht iiber die Normenreste oder Nichtreste 6 von k(Va) nach [ ver- 
mittelt. Die hier angewandte Methode eréffnet ferner die Mdéglichkeit, 
zu einer in der Hilbert-Furtwanglerschen Theorie keinen Platz findenden, 
direkten Definition und expliziten Formel fiir das den Normenrestcharakter 


von # in bezug auf k(V«a) ausdriickende Hilbertsche Normenrestsymbol 
B, « 

l 
allgemeinsten Reziprozititsgesetzes fiir die /-ten Potenzreste in k zu 
schaffen, worauf der jiingere von uns in einigen weiteren Arbeiten ein- 
zugehen gedenkt. 


‘) gu gelangen, und so eine neue Grundlage fiir die Behandlung des 


18* 
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Zum Beweise der ausgesprochenen Behauptungen ist in den drei ge- 
trennt zu behandelnden Fallen a), b), c) jedesmal nur die Méglichkeit der 
Auswahl der beiden in Satz 1 genannten Fundamentalsysteme (I), (II) 
mit den Eigenschaften I. und II. und dem in Satz 3 genannten, zu dem 
betreffenden « gehdrigen kritischen Element nachzuweisen. Dabei soll 
durchweg an den auf S. 264 festgesetzten Bezeichnungen festgehalten werden. 
AuBerdem sollen durch Punkte in den Entwicklungen nach Potenzen einer 
Primzahl 4 stets Glieder héherer Ordnung als die hingeschriebenen an- 
gedeutet werden. 


a) ¢=79,=—-1+ 6,4; =X. 





Der Primteiler 2 von K(&) hat hier die Relativordnung 1 und den 
Relativgrad 1, also insgesamt die Ordnung e und den Grad /f. Eine 
beliebige Primzahl 4 von &({) bleibt Primzahl fiir K(2), und es kann 
daher als Fundamentalsystem (II) fiir K(2) das System 
(Ia) A=4; H,,..., th; H 
gewahlt werden, wo die H, irgendwelche nach der bekannten Vorschrift 
als Basiseinheiten fiir K(2) geeignete Einseinheiten sind. 

Zur Konstruktion des Fundamentalsystems (I) fiir &({) bendétigen 
wir eine Einheit W von K(%), deren Relativspur 

w = So(W) =W+w' +... 4"! = 0 modg, 
also eine Einheit w aus &({) ist. Ein solches W kann stets gefunden 
werden, da die Kongruenz Sg(W)=0mod@ den Grad 7“~”’ hat und 
folglich nicht alle 1'’ inkongruenten Einheiten mod 2 zu Lésungen haben 
kann. Bildet man dann die Relativnormen der Einseinheiten 

H;, =] 7” w,;Wie 
aus K(2), so wird 
(4) n(H;,) = n(1-+ wWA°) = 1+ w,G,(W) 4° wi Ga(W) 2°? 
+...4+ wjG,(W)a'’, 

wo G,,...,G@, die symmetrischen Grundfunktionen**) von W und seinen 
relativ-konjugierten bezeichnen, also speziell G,(W) die Relativspur 
S.(W)=w ist. Aus der Bestimmung von W folgt dann, da auf der 
rechten Seite von (4) alle auf das ,,Hauptglied“ w,G,(W) 4° = w,wi° 
folgenden Glieder von héherer Ordnung sind. Daher erhalt man aus (4) 


die folgenden ef = Einseinheiten aus k(1): 


(5) no = n(H,,)=1+umwi?+..., 


#2) Diese sind mit positivem Zeichen verstanden. 
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die bei der festgesetzten Bedeutung der w, und g offenbar als Basis- 
elemente ,,..., 4, eines Fundamentalsystems (1) fiir &(1) geeignet sind. 

Das letzte Element 7, des Fundamentalsystems (I) kann ferner im 
Falle eines ungeraden / als 


U 
(6) Ne = Tig = 1+ Wydy = « = (Va) 
gewahlt werden. Im Falle /= 2 ist n(V«) = —« =1— 2 —#,4,=1—2—4@, 
-1___ 
[es ist hier 4, = ( v= i)'= 4] genau vom Grade e, also sicher nicht als 


el 


ausgezeichnete Einseinheit 7, vom Grade [7 = 2¢ geeignet. Hier ist 
jedoch 
(7) yn, =n[(1+20,(1+Va)]=1+40,—1603 


ein geeignetes 7,. 

Das damit bestimmte Fundamentalsystem 
(Ia) A, "o> Na 
fiir &(1) hat mit dem zu Anfang angegebenen System (IIa) fiir K(2) 
zusammen die in Satz 1 behaupteten Eigenschaften I. und II. mit 4 als 
kritischem Element. Denn erstens ist nach Konstruktion des Systems (Ia) 
in (5) bis (7) jedes seiner Elemente mit Ausnahme von 4 Relativnorm, 
zweitens enthalt die Relativnorm jedes Elementes von (IIa) 4 nur in 
l-ter Potenz, da ja n(A)=n(d4)=4' und die Relativnormen der Eins- 
einheiten H, Einseinheiten in k&({) sind. 

Damit sind im Falle a) unsere Behauptungen bewiesen. 


b) a=i; [=2'. 





Der Primteiler 2 von K(Q) hat hier die Relativordnung { und den 
Relativgrad 1, also insgesamt die Ordnung Je und den Grad f. Eine 


Primzahl fiir 2 ist A = Wi. Die Systeme (w;) und w, behalten wegen 
des unverinderten Grades von 2 ihre Bedeutung auch fiir K(2). Daher 
bilden die folgenden Elemente aus K(2) ein Fundamentalsystem (II): 


1. die Primsshl: A= VI, 
2. die le-f Einseinheiten der Je zu 1 primen Grade 6 der 


Reihe 1, 2,..., >: 
(IIb) Hes =1-+ wy, A®, 
3. die ausgezeichnete Einseinheit: 
H, = 1+ wodg = 0,3 
(H, ist also schon ir k({) enthalten und dort als », ge- 
eignet ). 
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Die Relativnormen der Basiselemente 2. lassen sich unter Beriick- 
sichtigung von 
(8) n(Hy 5) =n(1+ w,A°)=1- w; n(A®) =1+ w; | (— 1)'"*i)° 
in folgender Weise zur Konstruktion eines Fundamentalsystems (1) fiir 
k(1) verwenden: 
1. die Primzahl: 4 = n(A) = (— > ie * 
9 


die e-f Einseinheiten der e zu / primen Grade op: 


l.oa 
Hin = n(H;,,)=1+ 4,4". 
(Ib) Ms _ , 


Es ist noch hinzuzufiigen 


3. die ausgezeichnete Einseinheit: 





Ng = 1+ wd. 


Das so bestimmte System (Ib) ist ein Fundamentalsystem fiir k (1) **) 
und hat mit dem System (IIb) fiir K(2) zusammen die in Satz 1 be- 
haupteten Eigenschaften I. und II. mit 7, als kritischem Element. Denn 
erstens ist nach Konstruktion jedes Element des Systems (Ib) mit Aus- 
nahme von 7, Relativnorm, zweitens enthalten die Relativnormen der Ele- 
mente von (IIb) », nur in /-ter Potenz. Letzteres ist ohne weiteres klar fiir 


— _- ; . oo el \ 
die Normen von A und der ersten e-f Einseinheiten H,,; | fiir 6 = 0 <)> 

@ \ = J 
die ja als von », verschiedene Basiselemente in (Ib) verwendet sind. 
Ferner ist n(H,) = 7! eine l-te Potenz in k({) und ebenso, wie unmittel- 


\ . r ee . ~ el \ » 
bar aus (8) folgt, die Normen der iibrigen H, ; (fiir 6 > 7): da sie 
- : , a el . ‘ 
Einseinheiten von héherem als dem i j~ten Grade aus k(1) sind. 


Damit sind auch fiir den Fall b) unsere Behauptungen bewiesen. 


el 


c) «a=j,=1 ua*®. {- g'. (9 h i=? 


(A, l)=1). 





In diesem letzten und schwierigsten Falle hat der Primteiler & von 
K(%) wie unter b) wieder die Relativordnung / und den Relativgrad 1, 
also insgesamt die Ordnung Je und den Grad f, so daB das System (w,) 
sowie w, auch hier thre Bedeutung fiir K(2) behalten. Eine Einseinheit 

I 
(9) H, ,..= 1+ w,4"(1 — Va)‘ 


aus K(%) hat offenbar genau den Grad ht -+-ls, da die Relativnorm 


1 


(10) n(l1—Va)=1—«= -ui® 


) Die w; sind mit den w;, gleichzeitig mod{ linear unabhangig. 
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on. 

die Ordnungszahl A in bezug auf I, also 1 -—- Va selbst die Ordnungszahl h 
in bezug auf 2 hat. Um daher Einseinheiten aller Je fiir ein Funda- 
mentalsystem (II) von K(&) in Frage kommenden, zu / primen Grade 6 


der Reihe 1, 2, ..., i in der Form 6 = ht+ ls zu erhalten, hat man 
t in (9) der Reihe nach gleich 1, 2, ..., 1] —1 zu setzen und s fiir jedes 
dieser ¢ alle ganzen Zahlen eines bestimmten Intervalls**) durchlaufen zu 
lassen. Da (h,1)=1, entstehen so tatsichlich alle Grade 6, jeder einmal, 
und man erhilt bei der angegebenen Bedeutung von ¢ und s*°) die folgen- 
den Elemente eines Fundamentalsystems (II) fiir K(2): 


1. eine beliebige Primzahl A fiir &, 
2. die le-f Einseinheiten der /e zu / primen Grade 6 = hit + Is: 
ss 
(Ile) H, ,~=1+,4"(1— Va)’, 
3. eine ausgezeichnete Einseinheit: 
H, =1+ wd, (wie unter b). 








Zur Aufstellung des zugehérigen Fundamentalsystems (Ie) fir k(1) 
sind vor allem die Relativnormen der Einseinheiten H; ,, unter 2. einer 
genaueren Untersuchung zu unterziehen. Es ist 


(11) n(H, , ,)=n[1 + w,a°(1 — Va)'] 
-1+ w,i°G,(1— Va)'+wia"@,(1— Va) 
+...4+0i2"@(1— Va)’, 

wo G,,..., G, wieder die symmetrischen Grundfunktionen der GréBe 


I 
(1—V«)‘ und ihrer. relativ-konjugierten bezeichnen, speziell also G, die 
Relativspur und G, die Relativnorm ist. Um iiber die Grade der durch 
(11) gelieferten Einseinheiten aus &([) Aussagen machen zu kénnen, ist 


zu untersuchen, welches der / Glieder mit G,,..., G, rechts, die kurz als 
das erste, zweite, ..., l-te bezeichnet werden mégen, die niedrigste Ord- 
nungszahl hat. Wir bezeichnen die Ordnungszahlen der GréBen G,, ..., G, 
in bezug auf den Primteiler [ mit g,,...,g,, die Ordnungszahlen der 
entsprechenden Glieder in (11) selbst mit a,,...,@,, so daB 

(lla) a.=9,+18 (ry = 1, 2,..., 8) 
ist. 


seta _ | Ae] “ oe. fh 

*) Namlich \;|<*si4 | 
explizit nicht benétigt wird. 

15) Diese ist hier eine etwas andere als im vorhergehenden (S. 264). 


“] —1, dessen Kenntnis aber im folgenden 








to 
~) 
to 
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Die Ordnungszahlen a, und a, des ersten und letzten Gliedes und 
jene Glieder selbst lassen sich in allen Fallen genau angeben. Es ist 
namlich einerseits 

; I-1 ; i-1 t ‘ = 

G,(1— Va)! 1 ya —t* Va)! z . = 1"(*) ce" Van 

n=0 n=0 m=0 
t : i—1 
t \ T.nm 
= 3 (-1)"(f) vem Sem, 
m=0 n=0 
1-1 
und da ’¢”™ fiir jedes zu / prime m gleich Null, sonst gleich / ist, 
n=0 


reduziert sich wegen 1<¢t<1—1 die S auf ihr erstes Glied: 


m 
Vauat 
G,(l1— Va) =. 
Es wird also das erste Glied in (11): 


(12) w,A°G,(1 — Va)® = w,d°l = — w,0d** +... (s. 8. 264), 
und also a, = e+ s. 
Andererseits ist 
i .. 4 
G,(1— Va)’ = n(1 — Va)‘ = (1— a)’ =(— u)'a™, 
also das letzte Glied in (11): 
i " 
(13) w,4'"*G, (1 —Va)'= wi (— er = w;(— u)‘a®. 


Seine Ordnungszahl a,—ht-+-ls = 6 stimmt jedesmal mit dem Grade 6 
der zugrunde gelegten Einseinheit H;, , aus K(%) iiberein. 

Eine explizite Angabe der iibrigen Ordnungszahlen ae, ..., a); und 
der entsprechenden Glieder aus (11) ist im allgemeinen nicht méglich. 
Dagegen lassen sich fiir unseren Zweck hinreichende untere Grenzen fiir 
diese Ordnungszahlen angeben, indem solche zunichst fiir die Ordnungs- 
zahlen s,,..., 8-,; der ersten 1—1 Potenzsummen §;, ..., S;_; von 


(1— Va)" aufgestellt und dann mittels der Newtonschen Formeln fiir die 
Potenzsummen auf die Ordnungszahlen der symmetrischen Grundfunktionen 
iibertragen werden. 

Sei fiir das Folgende 1< r<il—1. Um gebrochene Zahlen und 
,groBte Ganze“ zu vermeiden, erweist es sich als zweckmiBig, alle auf- 
tretenden Ordnungszahlen in bezug auf den Primteiler 2 zu rechnen. Die 
abzuschatzenden Ordnungszahlen s,, g,, a, sind dann durch ihre /-fachen: 


5, = la,, j,= lg,, a, = la, 


8 a= 
zu ersetzen. Die r-te Potenzsumme S,(1 — Va)’ stellt sich so dar: 
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I-1 


Wis l y a 
S8,(1— Va)’ =8,(1— Va)" = S'(1— ¢" Va)" 


n=0 
I i—1 At" Ve rt 
r ’ 7 
=(1—Va)" 1+>(- 7 
n=1 1-Yea / 


; 11a L(t") Va\" 
=(1— Va)" 1+ 5(— a =) 


: 1 Bat i. rt 
=(1—V«)"*|1 +b Site (a —¢*)} | 








n=1 1-Y« 
; t-1 / rt Van 
/ rt \’  v/rt a 8m 
| a=1 m=1 (1—Ya)™ 
I-1 
vd, . Sanaa 
= (1 — Va) t+) \ me ) VE™ a 
m=1 (1 -Ya)™ 








1 el 
mae - 1 
Nun ist 1 — ¢* bekanntlich genau durch /'"* ~ Q'-* teilbar, 1— Ve nach 


(10) genau durch 2”. Also haben die einzelnen Glieder der S’ mindestens 
m 
—h). Die wegen 0<h< as 


und wegen (hk,/)=1 zu I prime GréBe i> die sich nachher als 


die Ordnungszahl m ( stets positive 


el 
—1 
Grad der kritischen Einseinhejt des zu konstruierenden Fundamental- 
systems (I¢) herausstellen wird, soll mit h’ bezeichnet werden: 


’ el 
h’ =< —h, 


so daB die Ordnungszahlen der Glieder der ’ nacheinander > h’, 2h’, 


, ° ™m 
,mh,... sind. 


Uber die ersten 1—1 Glieder 148t sich noch Genaueres aussagen. 
Fir 1<m<1-—1 ist namlich, ahnlich wie oben, 


I-1 : i-1 
> (1—¢*)" == S(1—o*)" =. 
a>1 n=0 


Also sind die Ordnungszahlen der ersten (J-—1) Glieder der 5 nicht 
kleiner als - 


el — mh >el—(1—1)h=(1—1)h’, 
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und dasselbe gilt von der Ordnungszahl e/ des zu Beginn stehenden I, 
sowie nach Obigem fiir alle weiteren Glieder der ©. Da schlieBlich der 


ee 
m 


I 
Faktor (1— Va)" nach (10) die Ordnungszahl rth hat, wird 
(14) 5. >rth+el—(l—l1l)h=rth+(l—1)h’. 


Fiir den Ubergang von den S, zu den G, benutzen wir die Newton- 
schen Formeln 


S, G, S,-1 + GeS8,-2 — ... FG, 1S; +7rG,=0 (lorsl—}). 
Sei schon bewiesen, daB die Ordnungszahlen g, fiir n=1, 2,...,r—1 
dieselbe untere Grenze nth-+-(l1—1)h’ haben wie 5, in (14). Dann 


sind die Ordnungszahlen von G,S8,_,, G2S,-2, ..., G,-—; 8; saimtlich nicht 
kleiner als 


, 


rth+2(l—1)h rth+(l—l1)h, 


also auch die Ordnungszahl 9, von G,, da r prim zu I ist, 


(15) Gj, >rth+(l—1)h’, 
und da fiir r= 1 wegen S, = G, die gemachte Annahme stimmt, gilt (15 
allgemein fir 1< r<l—1. Es wird somit 
a.=9,+rsl>rth+(l—1)h'+rsl=—rth+ el—(l—1)h-+rsl 
=el+[ri—(l—1)]h-+rsl, 


also 
(16) a,zet UU aters (r=1,2,...,2—1); 
und speziell nach (12), (18) genau: 
(17) a, =e+8, 
(18) a,=ht+ ls. 
Wir denken uns nun fiir jedes feste ¢ der Reihe 1,2,...,1—1 die 


ganze Zahl s variabel, von ihrem kleinsten bis zu ihrem gréBten Werte 
ansteigend und die a, als Funktionen von s graphisch dargestellt. Dann 
entspricht nach (11a) jedem a, eine bestimmte gerade Linie, deren Steigung 
die positive Zahl r ist, so daB die Steigungen von a,,..., a, eine zunehmende 
Folge bilden. Die Geraden a, und a, werden durch (17) und (18) genau 
gegeben, die iibrigen a,,...,@,_, sind Parallelen zu den durch die rechten 
Seiten in (16) gegebenen Geraden und verlaufen jedenfalls nicht unterhalb 
der letzteren. Fiir unseren Zweck geniigen dann die beiden folgenden Hilfs- 
sitze iiber die Lage der / Geraden a,, ..., a,: 

Hilfssatz 1. Fiir t=1—1 verlaufen die Geraden a,,...,a,_, ganz 
auBerhalb des durch a, und a, bestimmten, nach unten gedffneten, stumpfen 
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Winkelraumes (inkl. Scheitel), d.h. es ist bei wachsendem s zuerst a,, von 
einer gewissen Stelle s, an a, die niedrigste aller Ordnungszahlen a,. 


Beweis. Fiir = /—1 schneiden sich a, und a, nach (17), (18) fiir 
e+s=h(l—1)+ls, 

d. h. fiir é o 
~~~ hah’ —<¢ 


8 == 8 = 7-7 





h 
und haben den gemeinsamen Wert 
! 





110) el = 5 s 
(19) rors: Fig. 1. 





Da die Steigung / von a, groBer als die Steigung 1 von a, ist, ist tat- 
sichlich a, fiir s< 8), a, fiir s >, das kleinere. Um die Behauptung 
fiir die iibrigen a, zu beweisen, deren Steigungen 2,3,...,/—1 zwischen 
den Steigungen 1 und / von a, und a, liegen, ist, wie aus Fig. 1 ersicht- 
lich, nur zu zeigen, daB jedes dieser a, fiir s = s, groBer als h’ ist. Dazu 
geniigt, daB schon die in (16) gefundene untere Schranke fiir die a,: 
ais (r—1)(l—1) 


i h+rs,>h 


- 
ist, d.h. wenn der Wert fiir s, eingesetzt wird, daB 


e+ fae) +rh’--—re>h’ 
oder nach (19): 


(r —1)(h’ —e + +a] =(r—-1)[-* -? 


i >0 


i-i~ T° 


ist, was fiir r>1 wegen = >A stets der Fall ist. Damit ist Hilfssatz 1 


Ts 
bewiesen. 

Hilfssatz 2. Fiir jedes t (also 1 <t <1 —1) verlaufen die Geraden 
@,,...,@,., ganz auBerhalb des durch a, und die Parallele zur s- Achse 


im Abstande h' = mS 
Winkelraumes (exkl. Scheitel), d.h. wenn 8 = 8} die Abszisse des Schnitt- 
punktes von a, mit jener Parallelen ist: Fiir s << sj ist a, die niedrigste 
aller Ordnungszahlen a,,..., 4, fiir 8 > 8% 
sind alle a,,...,a, gréBer als der ,,kritisches @ 
Grad h’. 

Beweis. Der Wert sj ergibt sich nach 
(18) aus 


—h bestimmten, nach unten gedffneten, stumpfen 








a,=ht-+le=h’ =“ —h 
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¢ h(t+1) 18) 
t-1 , 

Wie bei Hilfssatz 1 geniigt hier der Nachweis, da8 a,,...,a,_, fiir s = 8} 
nicht kleiner als h’ sind. Dazu geniigt wieder, daB schon die in (16) ge- 
fundene untere Schranke fiir die a,: 


—_ _ 
&= 8 = 


04 2-9-0 


i on , el 
h+rs,=h = ;;—4 


ist, d. h. wenn der Wert von 8, eingesetzt wird, daf 


rt—(l e (t+) 


a l 
e+ 1 °h sii, = Was ca : 


- 
oder 


r—l r—l 
i—1¢= 7 * 


\V 


ist, was fiir r —1 stimmt, fiir r > 1 gleichwertig mit der ebenfalls richtigen 
Ungleichung Qn > h ist. 
Nach den beiden hiermit bewiesenen Hilfssitzen ist in der oben auf 


8. 271 angegebenen Entwicklung (11) von n(H, , ,) das letzte Glied sicher 
dann das niedrigste, wenn 


i,a,¢ 


== ht+ls=6- h’, 


also der Grad 9 von H, , , kleiner als der kritische Grad h’ ist. Daher 
lautet in diesem Falle de Entwicklung (11) unter Beriicksichtigung des 
Ausdruckes (13) fiir das letzte Glied: 


(20) Mi = M(H, , ») = 1+ wi (— arr 4. 
=1+ wj(— u)' a ae (o= hi +- le = h’ ). *”) 


Es entstehen also, wenn s und ¢ alle nach den friiheren Festsetzungen in 
Frage kommenden und der angegebenen Bedingung geniigenden Werte 
durchlaufen, auf diese Weise alle fiir unser zu konstruierendes Fundamental- 
system fiir &({) notwendigen Basissysteme, deren Grade 9 < h’ sind, jedes 
einmal, und dazu werden die Normen der samtlichen Basiselemente H, «a 
des Fundamentalsystems (II e) fiir K (2) verwendet, deren Grade 6 <h’ sind. 

Fiir die Grade 9 > h’ erhalt man Basissysteme fiir den Unterkérper, 
indem man oa die Normen der H,,,_, fiir t=1—1 verwendet. 





16) sf ist also nur fiir ¢=/—1 eine ganze Zahl, so daB fiir 1 <<t</—1 ein eventuelles 
Hindurchgehen eines a, durch den Scheitel des genannten Winkelraumes fiir die be- 
absichtigte Anwendung auf ganzzahlige s belanglos ist. Fiir t=1—1 geht nach Hilfssatz | 
tatsichlich a, durch den Scheitel, aber keines der iibrigen a,,..., a;_,- 

”) Fiir 6 setzen wir hier, wo es sich um die Grade der 1; ,,¢ des Unterkérpers 
handelt, nach unseren friiheren Festsetzungen o. 
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In deren Entwicklungen (11) ist nach Hilfssatz 1 fiir s > s, = j =, —h 
das erste Glied das niedrigste, so da8 man unter Beriicksichtigung des 


Ausdruckes (12) fiir dieses Glied hat: 
(21) Yi i-1 = 2(H 


LaBt man also s alle der angegebenen Bedingung geniigenden Werte durch- 


i, 1-1) 1 — wim A°"* T° (8 > &). 


laufen, fiir die e +-s kleiner als a und prim zu / ist, so erhalt man auf 


a | 
diese Weise alle fiir unser zu konstruierendes Fundamentalsystem fiir k([) 
notwendigen Basissysteme, deren Grade 9 (== e-- s) >h’ sind. 

In der Form (21) erhalt man ferner auch eine als ausgezeichnete 


Einseinheit unseres Fundamentalsystems geeignete Einseinheit », vom 


Grade —*: Denn fiir s a (dies ist tatsichlich > s,) liefert (21) 


, : ‘ el ‘ . ie : 
ein Basissystem fiir den Grad p—j Und also sicher ein y,=1-+ #4, mit 


l 

8\(@,)==0 modl. Sei also etwa 
el 

(22) Ho=n(H , )=1- w,o* 4" +...=1+ #, A. 

Fiir den noch iibrigen kritischen Grad 9 — h’ erhalt man f — 1 Basis- 
elemente als Relativnormen der H;,;, indem man wieder ¢ = /—1 und 
s = 8, setzt. In der Entwicklung (11) ist dann nach Hilfssatz 1 das 
erste und letzte Glied von gleicher Ordnung h’, so daB unter Beriick- 
sichtigung der Ausdricke (12) und (13) fiir diese beiden Glieder die Ent- 
wicklung (11) lautet: 


Woe 


‘ I imi 5 
(23) Ni,eo,1-1 = n (Hy 4,.1-1) = 1 + (wu —w,o")h 
Ist dann das System (w,) so gewahlt, da8 fiir eines seiner Elemente, etwa w,: 

wu'~* — we == 0 (mod 1) 


wird, was nach einer in M.D. auf 8. 198/99 angestellten Betrachtung hier 
méglich ist, da die Exponenten /—1 und g von uw und m beide durch 
i—1 teilbar sind, so sind, wie a. a. O. S. 200/01 ausgefiihrt, die f—1 
iibrigen Koeffizienten w;u'-*— w;w" mod{ linear unabhangig, so daB in 
der Form (23) fiir i =1,2,..., f—1 die ersten f — 1 Einseinheiten eines 
Basissystems fiir den Grad h’ enthalten sind. Wir haben dann noch eine 
letzte Basiseinheit 

(24) my =1+ uA” 

fiir diesen Grad hinzuzufiigen, die hier die Rolle der kritischen Eins- 
einheit iibernimmt; dabei ist uw’ als irgendeine von den f —1 Einheiten 


, Be ; — ‘ a : rs 
w;u'~*— w,w" mod! linear unabhangige Einseinheit zu wahlen. 








278 K. Hensel-H. Hasse. Normenreste im relativ-zyklischen Zahlkérper. 


Nimmt man schlieBlich noch die Norm der Primzahl A: 


7 
25) A =n(A) 


als Primzahl fiir &(1), so bilden die Elemente (20) bis (25) nach Kon- 
struktion ein Fundamentalsystem (Ic) fiir &(1), dessen simtliche Ele- 
mente, bis auf das kritische 7, in (24), Relativnormen sind, so da8 also 
das gewonnene System (Ic) die in Satz 1 behauptete Eigenschaft I. mit 
ny als kritischem Element hat. 

SchlieBlich haben die beiden Systeme (Ile) (S. 271) und (Ie) auch 
die in Satz 1 genannte Eigenschaft II. 

Denn einmal sind die Normen der Basiselemente A in (25) und aller 
H,,, vom Grade 6<h’ in (20) als von my verschiedene Basiselemente 
des Systems (Ie) verwendet, ebenso die Normen der H;,,;-, vom Grade 
6—h’ fir i 1, 2,...,f—1 im (23), wahrend die Norm der f-ten Basis- 
einheit H;,,.,-, dieses Grades nach Wahl der w; bei (23) sicher von héherem 
Grade als h’ ist, also die Basiseinheit nw vom Grade h’ nur in l-ter Potenz 
enthalten kann**). Dasselbe gilt ferner von den Normen der noch iibrigen 
Basiseinheiten H, ,,, deren Grad @>h’ ist. Denn nach dem obigen 
Hilfssatz 2 ist fiir diese wegen 6 =a, der Grad der Einseinheit n(H 


8 i, s,¢ 
aus k(1{) sicher gréBer als der kritische Grad h’ von my. SchlieBlich ist 
die Norm von H, =1-+ w,A, eine l-te Potenz in k([). 

Damit sind unsere Behauptungen auch fiir den letzten Fall 
«=%,=1-+ ud" und somit die auf S. 267 aufgestellten Hauptsitze 2 
und 3 vollstandig bewiesen. 


**) Letzteres ergibt sich unmittelbar aus der in M.D. entwickelten Regel zur 


Darstellung eines gegebenen Elementes von k(1) durch ein gegebenes Fundamental- 
system. 


(Eingegangen am 1. 5. 1923.) 








Der Summensatz von Cauchy in beliebigen algebraischen 
Zahlkérpern und die Diskriminante derselben. 


Von 


Ch. H. Miintz in Géttingen. 


Eine Reihe von Summenformeln fiir gewisse spezielle Funktionen in 
algebraischen Zahlkérpern, wie sie — vielfach fiir total reelle Kérper 
allein — in neuerer Zeit von verschiedenen Autoren aufgestellt worden 
sind (E. Hecke, F. Bernstein, C. Siegel u.a.m.), findet ihre gemeinsame 
Quelle in einer sehr allgemeinen Beziehung, die, nach einigen Vorbereitungen 
(§§ 1—3), im folgenden auseinandergesetzt werden mége (§§ 4—6). 

Es wird damit in sehr einfacher Weise ($7) auch der analytische 
Beweis fiir den Minkowskischen Fundamentalsatz iiber die Diskriminanten d 
beliebiger algebraischer Zahlkérper erbracht [ |d|— D >1 fiir n= Grad >1): 


nur fiir total reelle Koérper liegt ein Beweis dieser Art bisher in der Lite- 
ratur vor’). 


§ 1. 
Ein Determinantensatz. 


Es sei ein beliebiger algebraischer Kérper K vom Grade n und der 
Diskriminante d, |d| =D, gegeben; = 0’, 0<m <n, sei eine Er- 
zeugende desselben, #”...8™” die entsprechenden konjugierten GréBen, 
n — 2y darunter reell (y >0). Die Indizes je zweier konjugiert-komplezer 
o®, 9 — §™, mégen sich dabei stets zu n +1 erginzen: k’=n—k-+1, 
k selbst soll die Indizes 1...» durchlaufen; im iibrigen sei die Verteilung 
beliebig. 


Nunmehr mége a irgendein vorgeschriebenes (ganzes oder gebrochenes ) 


Ideal aus K mit der Norm Na bedeuten; a, = a{"",..., a, =a” sei eine 
Basis dieses Ideals, aj”... a{” bis a{”... a” die zugehérigen konjugierten 


1) Siegel, C. L.: Uber die Diskriminanten total reeller Kérper*, Géttinger Nach- 
richten 1922, S. 17—24. 
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Basen in der oben festgesetzten Reihenfolge; ferner sei die zu || ay’ | rezi- 


proke Matrix mit || b/’|| bezeichnet: 


f)u— 
(1) bf” || = || as’ | (p, f,q=1...2). 
Jetzt schreiben wir, einem bekannten Minkowskischen Ansatz folgend, 
mit (ein fiir allemal) ¥2>0 und reellen a’: 
: ~k+1) 
e V2 a," = on { ius . 
(2) ~ (-E=]1 y) 
} (> _"—-E+2) | (k) + (n—k+1) 
V2a, =U, — thy 
a,’ ay” (r=rv+1...n—>+). 


Die «’ erscheinen so eindeutig festgelegt; die an sich von der Wahl des 
Reprasentanten #” aus jedem konjugiert-komplexen Paare #“’, 6“? ab- 
hangigen Vorzeichen der a*-**» sind fiir das folgende ohne Belang (§ 4), 
iibrigens ebenso auch diejenigen der «”, «\” (ibid.). 


Ganz elementar ergibt sich fiir den Determinantenwert (af? 


Matrix | af” 


)| der 


(3) | (off) |? —(—1)" \(af?)|* = Na? D. 
Es existiert daher eine zu |\«“’|| reziproke und ebenfalls reelle Matrix: 
p ii I 
(q f _ , 
(4) ell = |las ||" (p,f,q=1...n); 


und der hier wesentliche Zusammenhang derselben mit der durch (1) defi- 
nierten und i. a. komplexen Matrix || b/” || wird gegeben durch den folgenden 


Satz. Man hat, mit der gleichen Bedeutung der Indizes, wie in (2): 


(@) (q) - o(@) 
V2, . k t Ba—k+1 
(5) 2p __ gia) : go (E=1...¥); 
V2 On-e+1 = Pe + tPn—e+s 
( ) 
b,” = ~ (7 = y+l..i.m cn ae 


Beweis. Es geniigt, unter Zugrundelegung der hier behaupteten 
Werte fiir die 5,” und Beriicksichtigung von (2) und (4), durch Einsetzen 
in (1) die direkte Verifikation vorzunehmen. 

Tatsachlich ist nun: 


Reco Beco? r+1..."m-—? rr 
. Vf p@ (k) 2. @ Vy (r) 2. (@) QV)  (n—k+1) 2 @) 
(6) 2 a 5 = a, bh + YD ap by + 2 a, On+k-1 
f k r k 
A---¥ =k), s (m—k+1) ple) __ 3 pig) Ors. 
: wa ay ta, By 6 fea: . y’ (r) g@ 
_ ee , ip T ay Mp Pr 
k v= ve r 
1---” (bk) = (n—k+1) p(@) 1 3 p@ 2-0-9 
FUN Se Mek: SO MS 
had lp > " it "2 ve 
k = k 
¥+1..."—-? re 1..." 
(r) ala) QV’ _(n—k+2) p@ VW a@ 
+ > Gp Pr TT 2, &p a-—k+1 = 2, %p By > 


k . f 
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womit, wegen (4), die verlangte Verifikation mit positivem Ergebnis er- 
ledigt erscheint. 


§ 2. 
Pseudokonjugierte GréBen. 


Man erhalt alle verschiedenen Zahlen / des betrachteten Ideals a, 
wenn man in dem Schema 


(7) i= IWa,+...+a, 


jedes mégliche System von ganzen rationalen ly je einmal durchlauft; in 
den a, =a," ist dabei der dem gegebenen Kérper K zukommende obere 
Index n, einfach fortgelassen. 

Ebenso erhalt man alle verschiedenen Zahlen m des zu a in K kom- 
plementdren Ideals 6 (Dedekind, Hilbert, Landsberg), wenn man in dem 


Schema 

> (1) 2. ( ' ( ( 
(8) m= moo +... + mo™ 
wiederum jedes mégliche System von ganzen rationalen m, je einmal 
durchlauft; in b® = b{” ist dabei der (hier untere) Index n, des gerade 
vorgelegten Kérpers K fortgelassen. 

Allgemeiner hat man fiir die zu 1 bzw. m konjugierten Zahlen: 

a * (p) * | . cm 
(7a) uF aw he” +...+b ae, sinzl, = 0, 

. " (1) p (1) ' (m) (mn) . (p) 
(8a Me = Mm, be +...+ my b, , sinamy —0, 
und diese Zahlen zerlegen wir nunmehr genau in der gleichen Weise wie 
. ° . . . 4 ) 
ihre Basen in (2) und (5), d.h. wir schreiben mit reellen 4”, ug: 


V2 j™ = 4 os getty 


(7b k=1...» 
alia Vgpe—etD _. @ _ gge-ttn ( )s 
yu? — 4” (r=r+1...n—y7). 
Jo - —_— 
(8b) Vom, = Me — Hanes thewd .04 
‘ - — , 
V2mM, 441. = Met tMn—nts 
Mm, = fh, (r=r+1...n—~y). 


In Hinblick auf (2) und (5) hat man jetzt fiir p,g=—1...n die 
Darstellungen: 


~ > (p) *  (p) * (p) . * 
(7c) am we Las” +-... +ha, sinal, = 0; 
> ( (1) (n) ° (p) 
(8e Me = my By +... + mP py”, sinamy’ =0. 


Die derart zu jedem algebraischen / [ bzw. m] definierten GréBen 
i” [baw. u,] — die Vorzeichen der a™-**® Thaw. 4,-441] sind dabei 
Mathematische Annalen. 90. 19 
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gleichgiiltig, und das gleiche gilt auch fiir die iibrigen 4 [bzw. wu] (§ 4) — 
spielen in den hier zu gebenden Summensiatzen eine wesentliche Rolle; 
da sie bei total reellen Kérpern (vy = 0) mit den konjugierten 1” bzw. m, 
selbst zusammenfallen, mégen sie im allgemeinen Falle als pseudokonjugierte 
GréBen bezeichnet werden. 


§ 3. 
Komplementire Funktionen. 
Es sei F(é,...&,) fiir —oo< &<0co, f=1...m, eine nur gewissen 
Konvergenzbedingungen (v. u.) unterworfene, im libigen ganz willkiirliche 


gerade Funktion jedes ihrer Argumente, und es werde fiir — co < 9,< 00 
mit geradlinigen Integrationswegen definiert: 


(1) G@(m,,--+s M) 
= a"... fre, ..+, €,)-cos 227, &, ... cos2nan,é dé, ...dé,, 
0 0 


1..." 
kiirzer also, mit N = Norm = JJ: 


(I,) G(n)=f.. SF F(é) N(cos 22) N(dé). 


Unter entsprechenden, die Konvergenz sichernden Einschrankungen, 
wie sie im folgenden reichlich erfiillt sein werden, gilt nun nach dem 
Fourierschen Jntegralsatz fiir Funktionen mehrerer Veranderlichen auch die 
genaue Umkehrung von (I), namlich: 


(II) F(é,,.--+) &) 
—2°f.. fa (9,5 +++, %,)*008 27, y, ... cos 27E yn dy, ... dn,, 


oder kiirzer: 


(II, ) =J.. J G(n) N( ‘cos 2nEn) N(dn). 
In diesem Sinne kénnen also F(é,,...,&,) und G(n,,..., 7,) als 


ein Paar komplementdrer gerader Funktionen betrachtet werden. 
An sich wiirde es fiir (II) geniigen*), die absolute Konvergenz von (I) 


fiir 7, =...=7, =0 vorauszusetzen; zwecks Vermeidung von nur be- 
dingter Konvergenz auch in den weiteren Ausfiihrungen — was an sich 
nicht nétig ware — mégen hier indessen die folgenden (hinreichenden) 


Einschrankungen fiir F(é) festgelegt werden: 


*) Ausfiihrung fiir n= 1 z. B. bei H. Weber: Die partiellen Differentialgleichungen 
der mathematischen Physik 1, §§ 18—19; der Schlu8 von n auf n+1 ist unmittelbar. 
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1. F(&) selbst sei iiberall eindeutig bestimmt und stetig, fiir = | &;| = co 
sei F(é) = 0; 


2. die gleiche Bestimmtheit und Stetigkeit gelte fiir 


a. _ a" F(E) 

(9) F (€) = Fy,...te = 55 a8, 

wenigstens abteilungsweise, in endlichvielen Rechtflachen: 

(9a) oft <\&| sehr (f=1...n); 


hy = . 7; c;” = 0, ot? = 00, 
an deren Begrenzungen dabei auch endliche Spriinge von F’(£) zugelassen 
werden kénnen; 
3. fiir 


” 0°* F(é) 
b = 2 3 = 2. 


gelte dasselbe wie oben fiir F’(¢) — wobei ohne Einschrinkung der All- 
gemeinheit die gleichen Konstanten c/’” und Héchstindizes H, genommen 
werden diirfen; 

4. zuletzt mége ein festes «” > 0 derart existieren, daB man stets habe: 


(9c) lim (1+|8,|)**"...(1+ 8, |) -| PF’ (é)|=0. 


J lEl>e 
Fiir 0 < e’ < e” folgt daraus durch elementare Integration, nach leicht 
iibersehbaren Zwischenstufen: 


(9d) lim (1+1]é,|)***... (1+ |é,|)?**-|F’(é)| =0, 


= \é,! >@ 
und daraus ebenso, fiir 0 < e < é’: 


(9e) lim (1+ |é,|)?**...(1+ [,|)?***-| P(€)|=0. 


Des weiteren findet man jetzt aus (I) fiir die nun offenbar stetige 
Funktion G (7) durch statthafte partielle Integration, wieder nach elementar 
iibersehbaren Zwischenstufen: 

(10) N(x) G@(n)=(—1)*f... f P’(é) N(sin 22) (de), 
0 0 
und bei durchweg stetigem F’(&) in gleicher Weise zuletzt: 
(10a) N(2a°9")G(n) =f... f P'(G) N(1 — cos 22) N(dé). 
0 0 


Unter Beriicksichtigung simtlicher Zwischenstufen (namlich fiir den Fall 
des Verschwindens gewisser »,) erhalt man so auf Grund von (9c) bis (10a) 
fiir stetige F'(£) unmittelbar z. B. die folgende allgemeine Abschitzung: 


(10b) (Mf) ++ (L+ 08) |@(Mar---9Me)| < Gor 
19* 
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unter G, eine passende endliche Konstante verstanden. Fiir unstetige F’(é ) 
aber kommen auf der rechten Seite von (10a) — und ebenso in den 
Zwischenstufen von (10) aus — zwar noch gewisse additive Zusatzglieder 
bei der partiellen Integration hinzu, den festgesetzten Sprungrindern ent- 
sprechend: jedoch hier offenbar nur in endlicher Anzahl und mit beschrank- 
ten Werten, so daB die allein wesentliche Abschitzung (10b) wiederum 
bestehen bleibt. 


§ 4. 
Der Hauptsatz. 

Es sei demnach F(é,,...,&,) = F(&) fiir —oo<&< 00 (f=1...n) 
eine den obigen Bedingungen (§ 3) unterworfene beliebige gerade Funk- 
tion jedes ihrer Argumente, G(7,,..., 7,) = G@(m) aus (I) die zugehérige 
Komplementarfunktion. 

x ...2™ seien n positive*) unabhangige Variable, y,...y, die ent- 
sprechenden reziproken Werte: 

(IIT) rOy=1 (f=—1...2); 
u™...u™, v,...v, seien 2m unabhangig veranderliche reelle Parameter. 


1 durchlaufe je einmal simtliche Zahlen eines ganzen oder gebrochenen 
Ideals a von der Norm Na in einem gegebenen Kiérper K vom Grade n 
und der Diskriminante d, |d| = D, ebenso durchlaufe m je einmal samt- 
liche Zahlen des zugehérigen Komplementirideals 6; zu jedem / seien 
4a™...4™ die n friiher (§ 2) definierten pseudokonjugierten Zahlen, ebenso 
seien “,..., die pseudokonjugierten Zahlen zu m. 

Unter diesen Annahmen gilt der folgende allgemeine Hauptsatz, mit 
VD>0: 


1... - 
(IV) NaVD S F(s™ + u®-2%, ...,4%+ u™. 2) cos2a A? +l). 
i f 
a 1..." 
_ A) r , 92S Ly, 
= YY EF (My HOY ys + 0y Mp Ty Yq) C822 DS) wy +v,-u", 
m 


1..." 
also kiirzer, mit N= Norm, S = Spur = Y’: 
(IV,) NaVD S' F(A + u-x) cos 22 8 (4+ u-v) 
i 


= Ny SG(u+v-y) cos 22S8(u+v0-u). 


m 
Speziell folgen daraus fir v=—(© bzw. u=0, sowie fir u—v=0, 
zwei abgeleitete Parallelsitze und ein Schlufsatz, die wir alle in der oben 
definierten abgekiirzten Schreibweise angeben: 





*) Jeweilig evidente Erweiterungsméglichkeiten werden in den spiter folgenden 
Formeln (§§ 5—7) nicht erst besonders hervorgehoben. 
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(V) NaVD S F(A+u-x)= Ny S G(uy) cos 22S (uu); 
i m 

(v*) NaVD 5 F(iz) cos 22 S8(iv) = Ny SG(u+0-u); 
i m 


(VI) NaVD S F(ix) = Ny 5 G(py). 
i ™ 


Fir n=1, D=1;a=[1], Na=1;4=1, w=; sinal=sinam=0, 
hat man in (V) bis (VI) klassische Summensitze vor sich, die vornehm- 
lich auf Cauchy‘) zuriickgehen; aus diesem Grunde mége auch der hier ge- 
gebene allgemeine Sachverhalt (IV) nach diesem Meister bezeichnet werden. 


§ 5. 
Beweis des Hauptsatzes. 
Zunachst behaupten wir, daB die linke Seite von (IV) unter den in 
§ 3 angefiihrten Voraussetzungen eine absolut und gleichmaftg konvergente 
Reihe darstellt. Zum Beweise sei an (7c) erinnert und analog, mit neuen 
reellen Variablen ¢,...¢,, gesetzt: 


(11) eM ae +... tal, (f=1...n). 


Die betrachtete Summe linker Hand in (IV) la8t sich dann rein 
formal wie folgt ausschreiben: 


(12) O()— FS... PCM TE +... p+ E) 2M, ..., 


hy in 
(anh +t,+ + ag” In +-L_) 2™)- 


- COS oe ae gr +. + OTS + Su) vy, 
f 


und nach den Ausfiihrungen in § 8 ist hier jedes Glied absolut kleiner als z. B. 
1... ————-- .~— === 

(12") p(Uy...083f) = Fo: UT (1+ (Oi ++... +0 +2,)%22] * , 
f 

unter F,, eine passende Konstante verstanden. 


Nunmehr betrachten wir daneben das Integral: 


1...n ; ~ane 
a3) war-fef Pit @at...talt)*2] ® dy 


—O...@ i 4 ae ol—s 
=F, >... 3 ae 5 (1+ (oI +e +... po I +0,)%2*] 2 dey. 


“ B-t +t 








*) Auch Poisson, Fourier und Gau8 waren hier zu nennen; strenge Beweise sind 
erst nach Dirichlets Fundierung der Theorie der Fourierreihen méglich geworden; 
Literatur etwa bei A. Krazer: Lehrbuch der Thetafunktionen, Leipzig 1903, S. 98. 
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Jedes Einzelglied rechts: 


-—i-e 


1...% ——— 
(13*) vOP ts = Ref Lif [it el +o,4+...)%2% * dt, 
-} -4 


4 





ist darin hinsichtlich der GréBenordnung durchaus mit dem entsprechen- 
den Einzelgliede (12*) in (12) vergleichbar; die absolute und gleichmaBige 
Konvergenz von (12) wird also gesichert sein, sobald das gleiche fiir das 
Integral (13) feststeht; letzteres ist aber offenbar der Fall, wenn nur, wie 
dies hier zutrifft (§ 1), die Determinante | (af”)| von Null verschieden ist: 
man kann dann namlich in (13) auf Grund von (11) die u” als neue Variable 
einfiihren, wodurch man, neben dem Transformationsfaktor |(a’)|~’, auf 
ein offensichtlich in der verlangten Weise konvergentes Integral gefiihrt wird. 

Der Ausdruck (12) fiir die linke Seite von (IV) la8t aber erkennen, 
daB man es hier mit einer, nach den Voraussetzungen von § 3 iibrigens 
geraden, periodischen Funktion aller ¢, zu tun hat, mit der gemeinsamen 
Periode 1. In der zunichst rein formalen Fourierentwicklung dieser Funk- 
tion werden also jedenfalls nur die Glieder mit cos 22(mj’¢,-+...-+ m{"C,), 
sin am~’ = 0 (q=1...n) in Frage kommen. Der Entwicklungskoeffizient 
eines solchen Gliedes ist dabei: 


} 
(14) D (my, ee J ®(C) cos2aSm,¢ Nae 
-+ -} 
=f. FR(M t+... Hal Sade, ..., (MG +... alta) 2™) 


1..." 
cos 2a J (ai? 0,4... + a ¢,) v,;-cos22Sm,¢ Nae, 
f 


und es empfiehlt sich so von selbst, die urspriinglichen Variablen u aus 
(11) wieder einzufiihren. 


Wegen (3) erhalt man dann, wenn noch (4) und (8c) beriicksichtigt 
werden: 


1..." 1..." 
(14a) Smt= Y mo peu”? = J pu” = Suu; 
af 


(14b) NaVD-®(mf’,...,m{"; x) = ; .{ P(wz)-con 24 Suv-cos2a Suu Neu 





= |... [r(mn) Se Setnet edad e—n)* gy, 


Nach den Additionssitzen des cos kann man hier schreiben: 


cos 22 S(v+ u)u= N(cos2av+puu)+..., 


(14¢c) i 
cos 22 S(v — w)u = N(cos2x20—pu)+..., 
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worin die fortgelassenen Glieder auch sin-Faktoren enthalten; infolge des 
vorausgesetzten geraden Charakters von F(é) fiir jedes &, fallen aber die 
auf solche Glieder beziiglichen Bestandteile der rechten Seite in (14b) 
von selbst fort, so da8 zuletzt nur iibrigbleibt: 


(14d) NaVD-®(m\,... , me; x) = NaVD- ®(m; x) 


= f oo foun H (cou8ad $5) +H (om2¥=82) vagy 


1 a(24) 410%!) 


in EE ii. mit der grundlegenden Definition (I,). 
Man hat somit zunichst die formale Fourierentwicklung: 


(15) NaVD ®(¢) = =7y o(°H*) cos 22 S(v + uu) 


ie 3 (*—*) cos 22 S(¥— pu); 


da hier die zweite Summe rechter Hand offenbar mit der ersten vollig 
identisch ist, so kann man dafiir schreiben: 


(15,) NaVD ®(¢) = 5) (°**) cos 248 (v+p-u), 





was nur in der Ausdrucksweise vom Hauptsatze (IV) unserer Ausfiihrungen 
verschieden ist. Letzterer wird also bewiesen sein, sobald die Zuldssigkeit 
der erhaltenen Fourierentwicklung auf der rechten Seite feststeht. 

Nun ist fiir @(m) bereits eine Abschatzung gefunden worden (10b), 
aus der die absolute und gleichmaBige Konvergenz der rechten Seite in 
(IV) genau ebenso folgt, wie dies im obigen fiir die linke — (12)—(13,) — 
durchgefiihrt worden ist. Nach der allgemeinen Theorie der Fourierreihen 
(und der Orthogonalreihen iiberhaupt) geniigt dies aber, um die Richtig- 
keit der Entwicklung (IV) fiir alle in Betracht kommenden x“ sicherzu- 
stellen; der Hauptsatz (IV) und die Folgesitze (V )—(V1I) erscheinen damit 
unter den vorausgesetzten hinreichenden Einschrankungen (§ 3) fiir F(é) 
als gesichert. 


§ 6. 
Spezialfalle. 
a) Wir wahlen zuerst 


(a) FP (Ey, «+5 4) = eT MET HD me 2H 


nach einer leicht beweisbaren (Laplaceschen) Integralformel ist dann 


(Ia) G(nyy---0) =) «.e J Ne~*™ Neos 22nt Ndé == Ne~*? = e~ #59", 
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d. h. die Komplementiarfunktion G(7) hat hier genau den gleichen Bau, 
wie die Ausgangsfunktion F(¢) — der eigentliche Grund, weshalb die 
§-Funktionen eine so wichtige Rolle in der Analysis der algebraischen 
Zahlkérper spielen, obwohl an sich gleichgebaute Komplementarfunktionen 


auch in unendlichvielen anderen (nur weniger einfachen) Fallen auftreten 
kénnen. 


Wir schreiben fiir (a) nur den SchluGsatz (VI) aus (mit r%y,—1, 
f=1...%): 


(VIa) NaVD SY e-*8*"2* — Ny S'e-*5e*s*; 
t m 


wird hier fiir k=1...» (§1) allgemein 
(a*) Tn—ki1 = Te 

gesetzt, so entsteht speziell die klassisch | gewordene Heckesche 0-Formel 
mit n — » Variablen: 


(VIa*) Na VD P e- *8(\t\"s%) = Ny 5 e- 75 m |" y%) 
i m 


b) Es sei zweitens angenommen: 
(b) F(E,, ..-5 &,) = en 2b + + 18a) = @~ 22818); 


die wiederum elementare Integration ergibt dann: 


(Ib) @(n,--41,) =f... [Ne-**18 Neos 2048 NdE = NA. 


-@ 


Hier lautet z.B. der Parallelsatz (V*), wenn y,= 2-1 eingesetzt 
wird: 


V*b) NaVD >’ e-2#8(21®) cos 228 (Av) = Nx >’ N—*——_; 
( ) — a8 (iv) a” 4 (ute) 
fiir total reelle Korper erhalt man so einen Spezialfall, der von den Herren 
F. Bernstein und E. Hecke aufgestellt worden ist. 

c) Als gewissermaBen einfachste Annahme fiir die Voraussetzungen 
des §3 erscheint die folgende: 
(1—€,|)...(1—|é,|) fiir OS|&|S1, f=—1...n; 
0 iiberall sonst. 


{c) FE rnb) =| 


Die Integration liefert unmittelbar: 


1 1 


(Le) G(s ---1 a) =J +: JN (1—|€|) N (cos 2x2) Nag = N(“22") , 


-1 


wobei fiir jedes » = 0 der entsprechende Faktor als 1 anzusehen ist. 
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Wir schreiben mit 2 = y;? aus: 


(Vc) NaVD Py N(y —|a-+ ul) =>) w (S249) cos 208 (uu), 


mu 
q; aM, uM i<y, 


wobei also fiir «= 0 der entsprechende Faktor gleich y* zu nehmen ist. 
Wegen der endlichen Gliederanzahl der linken Seite laBt sich hier die 
Fourierentwicklung rechter Hand iibrigens ganz elementar direkt ableiten; 
fiir «= 0 erhalt man insbesondere: 


(VIc) NaVD >’ N(y—|a)) - Sy (™zt9), 


iuMicy 


selbstverstandlich wiederum mit der Festsetzung, daB fiir jedes « = 0 der 
entsprechende Faktor rechter Hand gleich y? gilt. 

Fiir total reelle Korper (also 4” = 1, Ha=™,; p,g=1...n) ist 
die letztere Identitaét, auf dem Wege iiber den oben erwihnten Spezial- 
fall von (V*b), von Herrn Siegel gefunden worden (1. ¢.), der anschlieBend 
daran den Minkowskischen Diskriminantensatz (|d|>1 bei n>1) fiir 
diese besonderen Kérper ableitet; das gleiche soll nun hier fiir ganz all- 
gemeine Kérper erfolgen. 


§ 7. 
Der Diskriminantensatz. 


In der Formel (VIc) seien die y,>0 hinreichend klein gewahlt, 
namlich 


y+1..."—-¥ 


(IIc) Il 9-00 II y, < Na; 


k 


alsdann reduziert sich die linke Seite von (VIc) einfach auf das Glied fiir 
l= 0 allein; denn man hat aus (IIIc): 


Raa = 

” 1), j(n—k+ a”? , — 
Ni| = Jf ————_._ Jf a 
. 2 


y+1...2—-¥ 


<]]# a+ ¥e-bes IT »,<%o, 
k 


wahrend andererseits, da 7 eine Zahl aus a ist, | NJ} ein ganzes ratio- 
nales Vielfaches von Na sein muS — was eben nur fiir /=0 vertrig- 
lich ist. 


(IIic*) 0 


AN 
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Man erhialt also, mit der Nebenbedingung (IIIc) und der vorhin ge- 
troffenen Festsetzung fiir « = 0: 


(VII) NaVD Ny = 5) N ("24"). 
m 
Wird aber noch speziell fiir a das Hinheitsideal, Na=1, gewahlt, 
so daB das komplementire 6 =» * aus allen m das reziproke Grundideal 
des Kérpers K darstellt, und wird schlieBlich in Einklang mit (IIIc) 


y, =... =¥Y, = 1 genommen, so entsteht — demnach fiir alle Korper 
giltig —: 
. 3 : 2 
, 7. sinze\ , , YU (Sinze 
(VIII) VD = SN (**) =1+ Sy (S*), 
b~ "im — 


wenn das Glied fiir m= besonders herausgehoben wird. 

Der Minkowskische Diskriminantensatz erscheint aber so in villige 
Evidenz gesetzt, sodald es sich zeigen laBt, daB nur fiir den Kérper der 
rationalen Zahlen allein, n =1, jedes u in > * bzw. in einem der kon- 
jugierten Ideale ganzzahlig rational ausfallt, und so das Verschwinden von 
>" in (VIII) gewahrleistet wird. 

In (8c) miiBte hierzu fiir jedes System der ganzen rationalen mJ’ 
mindestens ein zugehdriges u, ebenfalls ganz rational ausfallen; wir be- 
haupten, da8 damit jedenfalls auch fiir ein ganz bestimmtes q, sicherlich 
alle B.”, p=1...n, selbst ganz rational sein miissen. 

Sind namlich fiir n linear unabhingige Systeme der mJ? die zugehérigen 
Mg, einer bestimmten Zeile (g,) samtlich rational, so sind es offenbar 
(durch Auflésung) auch alle 6’, f—1...n. Wenn in einer Zeile (q,) 
nicht alle £,/ rational sind, so miissen demnach diejenigen Gitterpunkte my’, 
die zu rationalen u,, fiihren, schon — héchstens — einer (n — 1)-dimen- 
sionalen linearen Mannigfaltigkeit um den Nullpunkt angehéren; endlich- 
viele solche Mannigfaltigkeiten lassen dann immer noch oo* Gitterpunkte 
frei, bei denen nur Zeilen (q*) mit lauter rationalen B% ganze rationale 
Me liefern kénnen: n’ < n solcher Zeilen (n’>1) miissen also existieren. 
Sind in einer dieser Zeilen (q’) nicht alle Bf ganz rational, so bedeutet 
das Entstehen ganzer rationaler u, einfach die Erfiillung einer gewdhn- 
lichen linearen Nullkongruenz modulo des Hauptnenners Q’(>1) der £’; 
ersetzt man dann die Nullen der linken Seiten jeweilig durch einen son- 
stigen Rest Q, 0 < Q < Q’, so besitzt das System der neuen Kongruenzen 
fiir jene q’ immer noch co" Lésungen, die aber nur dort ganze rationale 
Mq, liefern kénnen, wo alle pe der betreffenden Zeile selbst ganz rational 
sind, w.z.b.w. Alle su, eines festen Index g, miissen demnach in (8c) 
ganz rational ausfallen, wenn D = 1 sein soll. 
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Das reziproke Grundideal 6,,* miiBte hierzu, wegen der Definition 
der mg, (§ 2), ausschlieBlich Zahlen von der folgenden Gestalt aufweisen: 


(18) 1. m,=m, fir g,=—r, d.h. in reellen Kérpern, 
2. Mg, = me +yt fir g=—k, 
y2 


3. m,=y +i = fiir %=n—k+1, 
y2 
y reell, unter m, stets ganze rationale Zahlen verstanden. Im ersteren 
Falle hatte man n=1, D=1 vor sich. Im zweiten und dritten kann 
man, durch bloBe Addition und Subtraktion, fiir die Basis von “~ unter 
den bisherigen Definitionen 


(19) we =Po=1, By =--- = By = 0 

mit festem ganzem rationalen 8, — dem gréBten gemeinsamen Teiler 
aller m, — erreichen, in der reziproken Matrix also 

(20) a = fo, aft — 0. 


Nach der Definition (2) bedeutet dies, da8 nunmehr im Falle (2) 

a,” = 5 im Falle 3. aber a? = ein Element des Einheits- 

oV oV! 

ideals a) ware: was aber widersinnig ist, da diese Zahlen, wegen der 

oben angegebenen Bedeutung von f,, offenbar iiberhaupt nicht ganz sind. 

Nur fiir n=1 hat sich also D=1 als méglich herausgestelli; in 
allen iibrigen Fallen (n > 1) hat man notwendig 

D>1, 


w. z. b. w. 


Géttingen, den 15. November 1922. 


(Eingegangen am 15. 1. 1923.) 








Zur expliziten Liésung nicht orthogonaler 
Randwertprobleme. 
Von 


Hilda Pollaczek-Geiringer in Berlin. 


Die Differentialgleichung zweiter Ordnung 


d f/idu\ , ee 
(1) ~ (+5¢) +9u—tku= 0 


ist in Verbindung mit etwa einer der folgenden ,,orthogonalen“ Rand- 
bedingungen : 


1) u(O0)=u(1)=—0; 2) u’(0)=w'(1)=0; 
3) u’(0)—y,u(0)=0, wu’(1)—y,u(1)=0; 


aquivalent einer Integralgleichung mit symmetrischem Kern, deren Theorie 
fiir jedes der betrachteten Randwertprobleme die Existenz mindestens eines 
Eigenwertes, die Realitit saimtlicher vorhandener Eigenwerte, sowie die 
Entwickelbarkeit willkiirlicher Funktionen nach den Eigenfunktionen des 
Randwertproblems liefert. — Betrachten wir nun aber die Differential- 
gleichung (1) unter allgemeineren Randbedingungen — eine Fragestellung, 
die durch mathematische wie auch physikalische Gesichtspunkte nahegelegt 


wird —, die aber immer noch homogen, linear und nur von den Endpunk- 
ten des Intervalls abhaingig sein mégen: 
(2) W, =a,u(0)+a,u’ (0) + a,u(1)+a,u’(1)=0, 


W, = b,u(0)+ b,u’ (0) +b, u(1) +b,u’(1)=0, 


so gehen diese einfachen Resultate verloren: Weder la8t sich stets die 
Existenz eines Eigenwertes von (1) (2) behaupten, noch die Realitaét etwa 
vorhandener Eigenwerte, noch 1a8t sich die Entwickelbarkeit willkiirlicher 
Funktionen nach den Eigenfunktionen von (1) (2) ohne einschrankende 
Voraussetzungen nachweisen. Die vorliegende Arbeit beschaftigt sich mit 
dem Randwertproblem (1) (2) und zwar vorwiegend mit der Aufsuchung 
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expliziter, im Hinzelfalle wirklich herstellbarer Lésungen. Die verwendeten 
Methoden und die sich ergebenden Resultate lassen sich iibrigens auf ahn- 
lich allgemeine Randwertprobleme n-ter Ordnung iibertragen. 

Spezialisiert man unser Problem (1) (2) auf ein orthogonales, d. h. 
auf ein solches, das einer orthogonalen Integralgleichung Aquivalent ist, 
so zeigt es sich, da8 die von uns angewandte Integrationsmethode hier 
einfachere explizite Resultate liefert als die iibliche. So ergibt sich etwa 
die transzendente Gleichung fiir die Eigenwerte als Potenzreihe in 4, deren 
Koeffizienten durch sukzessive Quadraturen, ahnlich den iterierten Kernen, 
gewonnen werden, nur daB die hier auftretenden Iterationsfunktionen weit 
einfacher (von den Unstetigkeiten der Greenschen Funktion frei) sind. 
Diese Integrationsmethode wurde von R. v. Mises*) entwickelt und von 
O. Faber*) auf die Theorie der gedimpften Schwingungen angewandt. 

Satze fiir die Entwicklung nach Eigenfunktionen nicht orthogonaler 
Randwertprobleme wurden, sogar fiir Differentialgleichungen n-ter Ordnung, 
von G. Birkhoff*) und J. Tamarkine*) gegeben. Dort wird 


(1’) c(x)=k(x)=1 


angenommen und fiir dieses Problem ein im wesentlichen mit dem Satze 
von Nr. 24 tibereinstimmender Entwicklungssatz gewonnen; wahrend aber 
die bei uns auftretenden, fiir die Entwickelbarkeit nach Eigenfunktionen 
notwendigen Bedingungen sich auf das ganze Problem (1) (2) beziehen, 
braucht Birkhoff zufolge seiner Annahme (1’) bloB Voraussetzungen hinsicht- 
lich der Koeffizienten a;, 6; (¢ =1,..., 4) von (2) zu machen. 


I. Integration der Gleichung und homogenes Problem. 


§ 1. 
Integration. 


1. Zuriickfiihrung des Randwertproblems auf ein Anfangswertproblem. 
Vorgelegt sei die Differentialgleichung (1) mit den Randbedingungen (2). 


*) Beitrag zum Oszillationsproblem“, Weber-Festschrift, Teubner 1912. Das 
dort betrachtete Randwertproblem hat eine etwas allgemeinere Form. 

®) ,Theorie der gedimpften Schwingungen“, StraSburger Inauguraldissertation, 
Teubner 1914. In dieser Arbeit wird kein unter (1) (2) fallendes Problem behandelt, 
sondern eine Differentialgleichung mit allgemeinerem Vorkommen des Parameters / in 
Verbindung mit den einfachen Randbedingungen u(0)=u(1)=0. 

%) American Transactions 1908, S. 373, und Rendiconti di Palermo 36 (1913), 
8. 115. 

*) ,Sur quelques points de la theorie des équations differentielles ... etc.“ Rend. 
Palermo 34, 8. 345. 
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Beziiglich der Funktionen c(z), g(x), k(x) seien die folgenden Voraus- 
setzungen ®) gemacht: 


O<k(z)<p; O<e(z)<o; |9(z)| <q, 
(3) c(x) sei zweimal stetig differenzierbar und reell in 01, 


q(x) und k(x) seien in 01 reell und stetig. 


Dabei sind u, o und gq endliche GréBen. Dann definiert man eine Funk- 
tion u(A, ex), die wir als Grundlésung bezeichnen wollen, folgendermaBen: 
u(A, sx) geniigt in x der Differentialgleichung (1) fiir jedes s und jedes 1 
und wird weiter durch die Anfangsbedingungen 


(4) [u(4, sz)),_, = 9; [=co.28)) =¢(s) 
festgelegt. Wir werden spiter zeigen, wie sich aus der Lésung des An- 
fangswertproblems (1) (4) die Lésung unseres Randwertproblems (1) (2) 
ergibt. 

2. Formale Lésung des Anfangswertproblems. Es liegt nahe, u(A, sx) 
als Potenzreihe in 4 anzusetzen: 


(5) u(A, sx) = 1,(xs)+Al,(sx)+A°l,(sx)+.... 


Unter der vorlaufigen Annahme, da8 die Reihe (5) selbst und ihre beiden 
ersten Ableitungen nach z gleichmaBig konvergieren, erhalt man durch 
gliedweise Differentiation unter Beriicksichtigung von (1) fiir die Koeffi- 
zienten 1. (sx) die Rekursionsformeln: 


d [1 dl,| 
iz (eae) + 9=0, 
d fidl,) , 
(6’) dz le del $94 = beh, 


[1 ie 
dz le dz | Tats = Fh, 


1,(sx) ist selbst eine ,,Grundlésung* von (1), namlich fiir 40. [1,(szx) 
mit den Anfangsbedingungen (4) existiert bekanntlich immer und ist in 
#; (2) ty (8) ~ 9 (2) % (8) 
t{ (8) t) (8) — tg (8) %4 (8) 
zwei unabhingige Lésungen der ersten Gleichung (6’) bedeuten.] Man 
verifiziert nun leicht durch Einsetzen der unten angeschrieben Formeln (6*), 


der Form -e(s) darstellbar, wobei 1,(z) und 1,(z) 


5) In den beiden ersten Teilen dieser Arbeit wird von der Voraussetzung stets 
positiver c(x) und k(x) kein Gebrauch gemacht; dies geschieht erst im dritten Teile. 
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da8 man mit Hilfe von J,(sz) alle iibrigen /,(sz) durch Quadraturen 
rechnen kann*), némlich mittels der Formeln 


(6) L(sx) = f l,_ (st) 1, (tx) k(t) dt 
oder unmittelbar: 
(6") 1, (sx) =f. fe(e, ) k(x,)...k(x,) ly (sa,)...1,(2,2)dz,...dz,. 
3. Konvergenz der Reihe (5)*). Unter Beriicksichtigung der Be- 
dingungen (3) ergibt sich aus (6’) 
\l,(sax)|<¢@|a—es|; 6 hangt von o und g ab. 


Daher ist der Integrand von (6”), abgesehen vom Faktor |ué|", kleiner 
als das Maximum von 
2,—8|-|%—2z,|...|e—2,|, 


und dies Maximum ist 


|" 
e—= < | 2] : 
n | nm | 
daraus aber folgt 
7 ! ‘ 1 MG i 
6”) ay <3 (08) 


Somit konvergiert die Reihe rechts in (5) und zwar gleichmaBig fiir alle x 
des Intervalls 01 und fiir alle 4, deren Betrag unterhalb einer beliebigen 
GréBe 4 liegt. In derselben Weise erkennt man mit Hilfe von 


r= fat ) ot) E(t) at, 


a [1 $6) 1 dl, (tz) 
(6") u 5 dz! = k(x) Ins (8x) +f 1 (st) =. (21) e(t)dt 


‘dzile dz 
= 1,_, (8x) k (a) — 1, (sx) q(x) 


die gleichmaBige Konvergenz der beiden ersten Ableitungen von (5). Damit 
ist das Bestehen der Entwicklung (5) bewiesen. Die Rethe (5) mit thren 
durch (6) gegebenen Koeffizienten lost das Anfangswertproblem (1) (4). 


*) Die Formel (6) leistet in unserm Falle des Anfangswertproblems dasselbe 
wie die bekannte Formel (30) (vgl. Nr. 13) fiir Randwertprobleme. Diese liefert die 
Lésung des inhomogenen Problems aus der Greenschen Funktion und der Funktion, 
die auf der rechten Seite der inbomogenen Gleichung steht. Die stetige Funktion 
1, (sx) spielt in unserm Falle die Rolle der Greenschen Funktion. 

”) Vgl. v. Mises, 1. c., S. 258. 
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4. Eigenschajften der Grundlésung u(i,sx). Wir stellen in dieser 
Nummer einige im folgenden oft zu benutzende Eigenschaften unserer 
durch (1) (4) definierten Grundlésung zusammen. Setzt man in u(A, sx) 
fiir s die Werte a, b, c,..., so ergeben sich ebenso viele im allgemeinen 
voneinander linear unabhiangige Lésungen u(4,az), u(4, bx), .... Aus 
je zwei voneinander linear unabhiangigen Lésungen muB sich uw(d4, sx) zu- 
sammensetzen lassen, also etwa 
(7) u(d,sx)= C,u(d4, 0x) + C,u(i4, 12), 


und daraus wegen (4) fiir C, und C,: 


” 


[z } u(4,sl)=C,u(d4,01);  u(d4,s0)=— C,u(A, 10); 


es ist aber u(A, 01) = — u(A, 10), denn es ergibt sich (Abelsche Formel 
durch Multiplikation von (1) mit w(0z) resp. u(1a2) und Subtraktion 


, 


(8 ) u(Ox)u'(lx)— u(lax) u’(Ox) = c(x)-konst. 


Setzt man hier fiir x einmal 0 und einmal 1, so folgt nach (4) 
u(01)——u(10), woraus, da 0 und 1 zwei beliebige Werte waren, die 
schiefe Symmetrie von u(sz) fiir alle Punkte seines Definitionsintervalles 
hervorgeht. Aus (7’) und (7") folgt nun — wenn man der Kiirze halber 
das Argument 4 wieder nicht ausschreibt — 


(7) u(Ox)u(1ls)—u(lr)u(0s)—u(01)u(zs). 
Differenzieren wir (7) nach s, so folgt: 


(8) u(Ox)u’(1s)— u(1xr)u’(0s)=—u(01) u’ (xs), 


was fiir x —s wieder die Abelsche Formel liefert. Setzt man in (8) fiir 
s = 0 resp. 1, so folgen, stets unter Beriicksichtigung von (4), die Spezialfalle 


- u(Ox)u'(10)— u(1x)c(0)=u(01) u’(x0), 
u(Ox)e(1)— u(la)u’(01) = u(01) wu’ (x1). 


Differenzieren wir (8) nach 2, wobei wir die Ableitungen nach der zwei- 


ten Variablen wie bisher mit ’, die nach der ersten Variablen mit‘ be- 
> 


zeichnen, so folgt: 

(9) u’ (Ox) u’(1s)— wu’ (1x) u’(0s) = u(01) wu” (x8) 
und speziell fiir z=—0, s=1 

(9’) c(0)e(1) — w’(10) wu’ (01) = u(01)u"(01). 
Diese Formeln werden erginzt durch die oben abgeleitete 


(10) u(sx)=— u(zxs); 
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differenziert man (10) nach 2 resp. s, so folgt: 
(10’) u’(sx)=—u'(zs); wu’ (sx) —=—u"(xs); u’(ss)=0. 
Die Formein (7) bis (10) gelten fiir beliebige Punkte a und 6 des Grund- 


intervalls. 


§ 2. 


Eigenwerte und Eigenfunktionen. 


5. Transzendente Gleichung fiir die Eigenwerte. Aus (7) folgt, daB 
u(Qa) und u(la) dann und nur dann ein Fundamentalsystem bilden, 
wenn u(01)+ 0; dies wollen wir zunachst voraussetzen. Dann 1aBt sich 
jede Lésung y(x) von (1) in der Form schreiben: 

(11) y= C,u(0z)+ C,u(1z). 

Die C, und C, werden nun so bestimmt, daB y(z) auch (2) befriedigt: 
C, [a,c (0) + a,u(01) + a,u’(01)] 
C,[a,u(10) + a,u’(10) +-a,c(1)] = 
C, [b,c (0) + b,u(01) + b,u’(01)) 

+ C,[b,u(10)+ b,u’(10)+ b,c(1)] = 


(12) 


Das Verschwinden der Determinante von (12) ergibt: 
_ |a,e(0)+a,u(01)+a,u’(01), a,u(10)+a,u’(10)+a,¢(1) 
(19) | 5 ¢(0)+b5u(01)-+8,u" (01), b,u(10)+b,u’(10)+8,¢(1), 
Setzen wir — wie auch im folgenden — zur Abkiirzung 
(14) a,b, — a,b; = (ik), 
so geht die Gleichung (13) bei Anwendung von (9°) und (10) iiber in 
(15) w(01) (01) =u(01) [(12)¢e(0) + (34)e(1) + (13) u(01) 

+ (14) u’ (01) + (32) u’(10) + (24) u"(01)] = 
(15) stellt eine transzendente Gleichung fiir 4 dar, die von sechs Koeffi- 


zienten (ik) abhangt Ss =1,2,3,4; ++ k), die aber nicht voneinander 


k 
unabhingig sind, sondern zwischen denen die Pliickersche Gleichung 
(16) (14) (28) + (24) (31) + (34) (12)=0 


besteht. Durch Zusammenfassen der Gleichung (15) mit den Ergebnissen 
von 2. und 3, folgt der Satz: 


Mathematische Annalen. 90. 20 








(18) 
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Die gesuchten i-Werte, fiir die (1) und (2) eine nicht identisch ver- 
schwindende Lésung besitzen, sind die Nullstellen der bestdndig konver- 
genten Potenzrethe 


f=(12)¢(0)+(34)e(1) + SL, a", 
n=0 
(17) L, = (13), (01) + (14) (01) + (32)0, (10) + (24) 2, (01), 


l (sx) = f t,_,(st) 1, (tx) k(t)dt. 


Dabei bedeutet 1,(sx) die durch (6') mit den Anfangsbedingungen (4) 
definierte (von 4 unabhdngige) Funktion. 


6. Higenfunktionen. Die Bestimmung von C,/C, aus (12) ist bei 
Geltung von (13) dann und nur dann méglich, wenn nicht alle Elemente 
von (13) verschwinden. Fir jedes 4=4,, das (13) geniigt und fiir das 
simtliche Elemente von (13) verschwinden, lassen sich zwei voneinander 
linear unabhdngige Funktionen y{’, y{ angeben, die beide (1) (2) be- 
friedigen. In diesem Falle ist 4, ein zweifacher Eigenwert von (1) (2). 
Wir wollen nun voraussetzen, daB8 nicht alle Elemente von (13) ver- 
schwinden. Wir setzen dann — vgl. Gleichung (2) — 


y@(d,xz) =a, u(d,x0)+a,u'(A4,20) + a,u(4,21)+a,u'(A,x1)= W, [u(zs)| 
y(A,x) = b,u(4,x0) +b,u’ (A, 20) + bu(4,x21)+b,u' (4,2 1)= W,[u(zs)] 


Durch direktes Ausrechnen finden wir, daB y identisch in 4 der ersten der 
Randbedingungen (2) und ebenso y® der zweiten geniigt. Verlangt man 
weiter, daB auch y der zweiten oder y® der ersten geniige, d. h. bildet 
man W,(y‘’) oder W,(y®), so erhalt man, ahnlich wie in (15): f(01) = 0 
als Bedingungsgleichung fiir 4; man ist hier aber ganz unabhingig von 


der in Nr. 5 noch gemachten Einschrankung u(01)+0. Das ergibt 
folgenden Satz: 


Ist i, eine Nullstelle des durch (15) gegebenen Ausdruckes f(01) 
und verschwinden fiir 4= 41, nicht alle Elemente von (13), so geniigen 
y@(a,; 2) und y™(4,;2) dem Problem (1)(2) und sind daher einander 
proportional. 

Zugleich haben wir erkannt, daB auch im Falleu(01)=0 die simt- 
lichen Eigenwerte des Problems (1) (2), die Nullstellen von f(01) sind. 


Mittels (18) kann man nun die Bedingungen (13) oder (15) folgender- 
maBen schreiben 


adh 'y™(4,0), y(a, 1)| 


ly(4,0), y®(a,1)| 2" 





8)}. 
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Wir erwahnen noch die folgenden Identitaten in 4 und x 


u(A4, O01) y@(A, x2) = y@(A, 1)u(d, Ox) — y™ (A, 0) w(d, 12) 
u(d4,01)y(d, x) = y (4,1) w(A, Ox) — y (A, 0) u (A, 12) 

die, so lange u(01) +0 ist, wegen (13’) direkt erkennen lassen, daB fiir 
4 =4, die Funktionen y und y® einander proportional sind. 

7. Beispiele. a) Die Randbedingungen u(0)=0; u(1) = 0 ergeben 
u(01)=0 als transzendente Eigenwertsgleichung. Die Randbedingungen 
u’(0)=0; w’(1)=0 ergeben u’'(01)—0. Die Sturm-Liouvilleschen 
Randbedingungen u(0) + y,u’(0)=0; u(1)+y,u’(1)=0 ergeben 
w(O1)+ y,u'(01)— 7, w’(10) +7, 7,4" (01) =0. 

b) Wir untersuchen das Problem 


y (0)—y(1)=0 
y'(0)+y'(1)=9, 


in diesem Falle l48t sich die Grundlésung gleich anschreiben 


(18) 


y” +dy=0; 


(b) u(d, ex) = , a 

setzt man sodann y= u(i, 0x) — u(d, 12), so geniigt dieses y der Diffe- 

rentialgleichung und beiden Randbedingungen identisch fiir jedes 4. Das 

homogene Problem ist identisch befriedigt und das inhomogene hat daher 

keine Lésung. Die Gleichung (15) reduziert sich auf 

(15b) 1+u4’(01)—w’(10)—1=0, 

da fiir die durch (b) gegebene Grundlésung dieser speziellen Gleichung 

u’(01)—u’(10) ist. 

y (0)—ay (1)=0; 

ty “+ Ay=0; , vie 

; ee y’ (0) +ay’(1)=0; 

Es folgt aus (15) fiir das durch (b) gegebene u(A, sz) 

(15¢) au’(01)—aw’(10)+1—e?=1—a*=0. 

Da «+ +1 vorausgesetzt, so besitzt dieses Problem keine Higenwerte. 
d) Das sogenannte periodische Problem 

y (0)—y (1)=0 

y’(0)—y’(1)=0 


at +1. 


y" +4y=0; 
ergibt die Eigenwertsgleichung 
(15d) 1—wu’(01)—u’(10)+1=0; somit 1— u’(01)=0 
aus (b) folgt u’(01)—=cosV4 und (15d) ergibt somit 


Vi, = + 2ka(k=0,1...). 
20* 
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Dieses Problem besitzt zu jedem Eigenwert 4, = 4k*2* zwei voneinander 
linear unabhdngige Eigenfunktionen namlich 
y= sin2kax; yf) =—cos2kaz; (k=0, +1,...). 

Wiirde man hier den (auch fiir den hier eintretenden Fall u(01)= 0 ge- 
rechtfertigten) Ansatz (18) machen, so ergibe sich 

ye = + [sin (VA, (x — 1)) — sin(VA,z)] = 0; 

vAk 

y = cos (VA, x) — cos (VA,(2 — 1))=0. 

a,y (0)+a,y (1)=0 


“+ Ay =0; 
e) yey" by’ (0) +b, y’(1) =0 


(15) ergibt hier 


(15e) (a, b, +- a, b,) + (a, b, + a, b,)cosVA = 0, 
" a, b, + a,b, 

VA — arc cos . — are cosa. 
a, b, + a,b, 


Es gibt also unendlich viele Eigenwerte; diese sind komplex, reell oder 
reelle Doppelwurzeln der transzendenten Gleichung (15e), je nachdem ja 
gréBer, kleiner oder gleich 1 ist. Ist speziell a,b, =a,b,, eine Bedin- 
gung, deren allgemeine Form und Bedeutung sich in Nr. 8 ergeben wird, 
so gibt (15e) 

2b,b, . 2 by by 


cosViA = — ’ 7 ; 
e+e loi +0: 


<1. 


In diesem Falle sind simtliche Eigenwerte reell. 


§ 3. 
Orthogonalitét. Adjungiertes System. 


8. Adjungiertes System. Wir wollen nun neben dem System (1) (2) 
das folgende betrachten: 
d [1 du 
dzle dz 
a 1)(34)[a, u(0)+ a, u’(0)] + ¢(0)(12)[a,u(1) + a,u’(1)] =0 
)) 

e(1)(34)[b, u(0) + b, u’(0)}] + ¢(0)(12)[b, u(1) + b, u’(1)] = 0. 


(1) +qu—iku=0 


Das System (1)(19) nennen wir das zu (1)(2) adjungierte*) System. — 
Wiirde man an Stelle von (1) eine nicht sich selbst adjungierte Diffe- 
rentialgleichung betrachten, so trite an Stelle dieser im adjungierten 
System die ihr adjungierte Differentialgleichung. — Man sieht unmittelbar: 


*) Der Begriff stammt von Birkhoff, der fiir das adjungierte System eines Rand- 
wertproblems n-ter Ordnung eine definierende Eigenschaft angibt, 1. c. S. 373. 
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Ein System stimmt dann und nur dann mit seinem adjungierten 
tiberein, wenn 
(20) (12)¢(0) =(34)c(1). 

Ist (1)(19) adjungiert zu (1) (2), so auch umgekehrt*). Weiters gilt: 

Die Eigenwerte eines Systems und seines adjungierten stimmen 
tiberein.*) 

Denn fiir das adjungierte System ergibt sich nach Kiirzung durch 
c(0)c(1)(12)(34) dieselbe transzendente Gleichung (15) wie fiir (1) (2) 
Ist A, ein einfacher Eigenwert des Systems (1)(2), so ist er es auch fiir 
das adjungierte. Wir definieren nun analog zu (18) 
2'9) (4,a)=e(1)(34)(a,u(20)+a,w’ (x0)]+¢(0)(12)[a,u(a1)+a,u' (#1) 
2 (A,x)=c(1)(34)[b, w(x0)+b, u' (x0)] +-¢(0)(12)[b,u(v1)+b,u’(x1)). 
Die Funktion z(4;,2) — resp. die ihr proportionale z®(1,,2) — heiBe 
die zu y(4,,x) — resp. y®(A4,, 2) — adjungierte Eigenfunktion. 

Im folgenden brauchen wir den Hilfssatz: 

Geniigt eine Funktion y(x) den Bedingungen (2) und eine Funktion 
z(x) den Bedingungen (19) [sind also z. B. y(4;, x) und z(d;, x) einander 
adjungierte Eigenfunktionen] so gilt die Gleichung 


(22) Ay Ly(1)2’ (1) — y’(1)2(1)] = 795 L¥(0)2"(0) — y’ (0) 2(0)}. 


Denn aus (2) folgt 
y(1)= gay (Y (0) (41) +97 (0)(42))5 9 (0) = agay(y (0) (18) ty’ (0) (23)) 


und aus ge nach Kiirzung durch c(0)(12)(34) 
e(1) 


= (2(0) (41) +2’ (0)(42)); 2’(1) = sep) apa, (2 (0) (18) + 2’ (0) (28), 


ai) 


woraus die Behauptung gerechnet wird. — Gilt im besonderen (20), so 
folgt der wichtige Spezialfall: 

Wenn zwei Funktionen y(x) und (x) beide den Bedingungen (2) 
oder beide den Bedingungen (19) geniigen, und tiberdies (20) erfillt ist, 
dann und nur dann gilt: 
roc 1 of f , - 1 -- / » \ 

(23) sayy (1) 9" (1) — 9’(1) 9(1)) = g7qj ly (0) 9’ (0) — 9’(0) 9(0)]. 

9. Orthogonalitat und Biorthogonalitat. Die Hilbertschen Rand- 
bedingungen. Aus unserem obigen Hilfssatz folgt: 

Sind y(4,, xz) und z(4,, x) zwei einander adjungierte Higenfunktionen, 
8o ist 


(24) fre y(4,, 2)2(4,,x)dx=0 a, + 4,. 
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Schreiben wir statt y(4,,2) kurz y,(x), so folgt, da y, und y, Eigen- 
funktionen sind, 

ad fid 

= [=< + 99%, = 4, 4(z)y, (2) 


d fidy, . , 
[5g] +94. = 4.8 ()y, (2). 
Multiplizieren wir die erste dieser Gleichungen mit z,(x), die zweite mit 


y,(x), subtrahieren und integrieren iiber 01, so folgt 
1 


1 
rd (ldy d (1 dz). ) , 
fléG#).-# (eae) mo] da = (4, — 4) )f ele ) vn (2) 2, (2) de 
0 


, , 1 , , 
c ( 5l%% ic 2, Y, | oa o(0) Lee bl Y,2, = — (A, ia afk 2), (x)2,(x)d- 


z=1 


und da nach dem Hilfssatz die linke Seite dieser zweiten Gleichung ver- 
schwindet und 4, +4,, so gilt (24). — Ebenso folgt aus dem Spezial- 
fall unseres Hilfssatzes: 

Sind y,(x) und y,(x) zwei zu verschiedenen Higenwerten 4, und 
A, gehérige Eigenfunktionen von (1)(2) — oder auch von (1)(19) — s8o 
verschwindet das Integral 


1 
(25) fk (x)y, (x) y, (x) dx = 0 
0 


dann und nur dann, wenn (20) gilt. Ist (20) erfiillt, so heiBe das Rand- 
wertproblem (1)(2) ein orthogonales und (20) die Orthogonalitdtsbe- 
dingung.*) Ist sie erfiillt, so bilden, da dann und nur dann (25) gilt, 
die Eigenfunktion y,(r1)(k = 1,2...) ein orthogonales System, ist (20) 
nicht erfiillt, so gilt (24) und die einander adjungierten Eigenfunktionen 
y, (2), z,(2)(k =1, 2...) bilden ein biorthogonales System. 

Hilbert’) nennt in seiner ,,zweiten Mitteilung“ die folgenden ,,be- 
sonders in Betracht kommenden homogenen Randbedingungen“: 


I f(0)=0, f (1)=0 
Il. f'(0)=0, /f’(1)=0 
Il. f’(0)+Af(0)=0, f’(1)+Af(1)= 


a */ , 1 ’ 
IV. *(0)=Af(1), xo’ O=Reaf (H) 


' 1 ye 1 , 
IV.* f(0) = se (1), eos (0)= —;f(1). 


*) Der erste Satz der vorigen Nummer lautet mit dieser Terminologie: ,,Ortho- 
gonale Randwertprobleme und nur diese sind selbstadjungierte.“ 


1”) ,Grundziige einer allgemeinen Theorie der linearen Integralgleichungen.“ 
Teubner 1917, 8S. 41. 
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Diese fiinf Bedingungen geniigen, wie man sofort sieht, unserer Ortho- 
gonalitatsbedingung (20) und zwar fiir jede Gleichung (1), da IV und 
IV* die in (1) und (20) auftretende Funktion c(z) in entsprechender 
Weise enthalten, fiir I, II, III aber (20) sich auf 0 =0 reduziert. — Im 
Allgemeinen kénnen natiirlich Randbedingungen fiir ein Problem ortho- 
gonal sein, fiir ein anderes nicht, z. B. u(0)=«(1); u’(0) = w’(1) ist 
. o) Aw = 0. 


l+zdz 





orthogonal fiir wu” +-i4u—0, nicht aber etwa fiir <. ( 


II. Das inhomogene Problem. 


§ 1. 
Die Greensche Funktion. 


10. Das inhomogene System. Betrachtet sei hier das System, das 
aus der inhomogenen Differentialgleichung 


(26) + [5 $¢] tau —aku=f(z) 


zusammen mit den Randbedingungeu (2) oder (19) besteht. Um seine 
Lésung auf die eines speziellen inhomogenen Problems zuriickzufiihren, 
bedient man sich einer sogenannten Greenschen Funktion. Hilbert gibt 
fiir den von ihm studierten Fall orthogonaler Randbedingungen ihre De- 
finition und zeigt wie, sobald man sie kennt — d.h. sobald man das in- 
homogene Problem in einem gewissen Spezialfall gelést hat — nun auch 
das allgemeine Problem erledigt ist. In unserem Falle kann man einen 
dem Hilbertschen analogen Weg einschlagen, da eine der Hilbertschen 
Definition nachgebildete Greensche Funktion uns tatsichlich zur Lésung 
des inhomogenen Problems verhilft, Gl. (30). Im allgemeinen wird man 
besser einen umgekehrten Weg einschlagen, indem man nach dem Vorgang 
von Sommerfeld**) und v. Mises**) eine Funktion (,,Nullfunktion“ bei 
Mises, ,,Zackenfunktion“ bei Sommerfeld) bestimmt, die den Zusammen- 
hang (30) herstellt, und nachtraglich Eigenschaften dieser feststellt, laut 
deren sie als Greensche Funktion bezeichnet werden kann. 


ll. Definition und Berechnung der Greenschen Funktion. Es sei 
v(4, xt) eine Funktion, die 
1. iiberall im Quadrate 01 mit Ausnahme der Diagonale z=? als 
Funktion von z betrachtet, der Differentialgleichung (1) geniigt, 
2. als Funktion von z den Randbedingungen (2) geniigt, 


1) ,Die Greensche Funktion der Schwingungsgleichung“. Jahresbericht d. 
deutschen Math. Ver. 21, S. 309ff. 

#%) In einer in StraBburg abgehaltenen Vorlesung 1913 iiber ,,Differential- und 
Integralgleichungen der Physik“. 
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3. fir z= stetig verlauft, 
4. fiir «=—t in der ersten Ableitung den Sprung — c(t) aufweist. 
Wir machen den Ansatz**) 
v(A,zt)=—c,u(d4,0xr)+e,u(4, lz) xt 
=¢,u(4,Oz)+e,u(A4,lz) zeot 


Der ersten der vier Bedingungen ist durch den Ansatz (27) geniigt, die 
drei weitern ergeben die Gleichungen 


(27) 


c,a,c(0)-+-¢,(a,u(10)-+a,u’(10))+-¢,(a,u(01) + a,u’(01))+¢,a,c(1) =0 
c,b,c(0) +-¢,(b, u(10) +b, u’(10)) +c, (b,u(01) + b,u’(01))+¢,b,c(1)=0 
u (0t)+c,u (1%) —c,u (0t) —c,u (1t)=0 
u’(Ot)+c,u’(1t) —c,u’(0t) —c,u’(1t)= —c(t) 


Aus diesen Gleichungen berechnen wir ¢, ...¢ 
ein und erhalten so 


,, Setzen deren Werte in (27) 


N, (A, xt) 


v(4, xt) = 01) fir z<t 
=Fuo1 fit #21 
N, = at aicae SS: Ox) wu’ (#1) + (24) u’(20) u’ (#1) 
(29) + (32 sahaciolh. (34) u(at)e(1) 
N, = (13) u(0t) u Pe ie ae 8 "(a1) + (24) w’ (#0) u’ (x1) 
+ (32) u(1a)u’(t0) + (12) u(tx)e(0) 
f =(13)u(01)+(14)u’(01) +(24)u’(01)+(32)u’(10)+(12)c(0) 


+ (34)e(1). 

Die Greensche Funktion v(i, xt) des Randwertproblems (1) (2) ist 

eine meromorphe Funktion in 4. Ihr Zahler ist gegeben durch 
N, = MO (xt) + a4MO (xt) + #2 MO (xt)4+... 
(29) My” =(18)1,(Ox)1,(1t) +(41) 1, (Ox) Up (#1) + (24) U3 (20) U4 (41) 
+-(32)1,(14)1}(20)+(34)e(1)1,(xt) x<t. 

M,” setzt sich also aus den 1, ebenso zusammen wie N, aus den u; die 
M,(xt) ergeben sich als Summen von Produkten der Rethe (5) ent- 
sprechend den Ausdriicken (29). Die Koeffizienten von (5) sind durch 
die Rekursionsformeln (6) gegeben. 1,(sx) ist die durch (6’) und ( 
bestimmte Grundlésung. Den Nenner von v(i, xt) bildet die Funktion 
f=c(0)(12)+¢(1)(34)+02,+4L,+... von Nr. 5. 


**) Unter der Voraussetzung, da u (0x) und u (12) ein Fundamentalsystem bilden. 
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Man sieht speziell, daB v(0, xt) sich aus den /,(s2) genau in gleicher 
Weise zusammensetzt wie v(4, x/) aus ~ u(A, 82). (Dabei ist v(0, xt) 


= G@(axt) die Greensche Funktion von _ = (= de) + qu=0 mit den Rand- 
bedingungen (2)). 

12. Folgerungen aus (29). 1. Durch (29) ist natiirlich die Greensche 
Funktion fiir alle speziellen Randwertprobleme (1) (2) gegeben, so etwa 
fiir die vier Hilbertschen Fille. Etwa fiir das erste Randwertproblem 


von u”-+-A4u=0 ergibt sich unter Beachtung von Formel (b) Nr. 7: 
sin yA x sin y4 (1 — t) 
i, 

Fallen vereinfacht ’sich der explizite Ausdruck (29) noch dadurch, daB 
sich v(A4, xt) als Produkt einer Potenzreihe in z und einer in ¢ darstellt, 
so etwa fiir das erste Randwertproblem (vgl. oben). Dies geschieht z. B. 

noch im Falle der Sturm-Liouvilleschen Randbedingungen 

u (Ox) —a,u’ (x0) (1t)—b,w’ (¢1 
a a haat 0)+ eet (0 ee Gt t St. 

3. aus (29) sieht man, daB v(A, at) dann und nur dann symmetrisch ist, 
wenn die Orthogonalitatsrelation (20) erfiillt ist**). Da bekanntlich v(/, xt) 
den lésenden Kern der dem Randwertproblem Aquivalenten Integral- 
gleichung bildet, so zeigt (29), daB Orthogonalitat der Randbedingungen 
identisch ist mit Symmetrie des Kerns. (Dies folgt natiirlich auch ohne 
Benutzung der expliziten Formel (29). Denn seien s, und s, zwei Werte 
des Parameters ¢, so gelten 


v(A,zt)= , Vgl. Hilbert 1. c., 8. 52. 2. In gewissen 


d fl So PD) 4 


dx le dz j' qu(A, x8,) = A-k-v(A, xs,) 
dfid . 
z-|+ <2 (7. A4)) + gv( A, 28,) == A-k-v(d, 28,4). 


Wir multiplizieren die erste mit v(4, xs,), die zweite mit v(A, xs,), 


subtrahieren und integrieren iiber 0 1: 
1 
ad fid d [1 dv(2as,) | 
Joes) [2 ee] — oes) a5 [Fe | = 9 
0 


say (? (14) 0” (1g, )— v(18,)v’(18,)] — =) (?( 08) »” (08) — v(08,)v’(0s, )] 


v (8, 8.) 


__ 0 (898). oa 
¢(a,) c(8, ) c(s,)=0. 


c (8) 

4) Die Greensche Funktion v (4, xt) ist also ein im allgemeinen unsymmetrischer 
Kern der dem Randwertproblem aquivalenten Integralgleichung, aber doch ein recht 
spezieller, so daB es zweckmiBig scheinen kann, einen direkten Weg — wie hier — zur 
Behandlung solcher Randwertprobleme einzuschlagen, statt (wie dies bei orthogonalen 
Randwertproblemen meist geschieht), die Theorie des Randwertproblems auf die all- 
gemeine Theorie der Integralgleichung mit unsymmetrischem Kern zuriickzufiihren. 
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Es verschwindet aber nach (23) die Differenz der eckigen Klammern rechts 
dann und nur dann, wenn (20) gilt; in dem Falle ist v(s,8,) = v(8,8,). 
4. Durch Ausrechnen zeigt (29), daB v(A4, zt), die nach Definition als 
Funktion von z den Bedingungen (2) geniigt, als Funktion von t die ad- 
jungierten Randbedingungen (19) befriedigt’®). 

§ 2. 


7 


Léisung des inhomogenen Problems. 


13. Darstellung der Lésung des inhomogenen Problems in Form eines 
Integrals. Wir schlieBen unter Verwendung des allgemeinen Hilfssatzes 
von Nr. 8 so wie Hilbert im orthogonalen Fall. Es gilt (vgl. Anm. 15) 


d fidy) 
iz eae) + ay = Aky + M2) 
| 1 ite) | 4 + qu(tz) = Akv(tz). 


Wir multiplizieren die erste dieser Gleichungen mit v(tz), die zweite mit 


y(x), subtrahieren, integrieren iiber 01 und erhalten 
1 


1 
fd /ldy d (1 dv(tz)) 1 7 aA 
fi£G#)- v(tz) —— (- dz y(z)|dx— { f(t) o(2t)at. 
0 0 


Da v(tz) in x den Bedingungen (19) y(x) den Bedingungen (2) geniigt, 
so ergibt der Hilfssatz von Nr. 8: 


( ‘ ee. , 
— -y(2)], = fo(2t)s(tyat 
0 


oder 


1 
r ’ "a+e 
_ [+ teat) y(t)]” m= f w(t) p(t)ae 
6 
woraus die wichtige Formel folgt 
1 

(30), y(a)= f v(d, xt) f(t)dt 

0 


die die Lésung des inhomogenen Problems (26) (2) mit Hilfe von v(A, xt) 
aus der gegebenen Funktion f(x) liefert. Eine Funktion z(z), die dem 
inhomogenen Problem (26) (19) geniigt, ist ebenso gegeben: 


(30), e(2) =f o(4, tz) (Hat 


18) Hatten wir statt (1) eine nicht sich selbst adjungierte Differentialgleich 


so hatte v als Funktion von ¢ der zur gegebenen Gleichung adjungierten zu geniigen; 
hier geniigt v auch als Funktion von ¢ der Gleichung (1). 




















Nicht orthogonale Randwertprobleme. 307 


Sommerfeld und v. Mises [1. c. **) **)] gehen von den Formeln (30) aus, 
indem sie ein v zu bestimmen suchen, das diesen Zusammenhang vermittelt. 

14. Die Integralgleichungen fiir die Eigenfunktionen. Sind y, (x) 
und z,,(z) Eigenfunktionen von (1) (2) resp. von (1) (19), so gilt 


d [1 dym 
is Be | + Ym = hak Ye 


wir subtrahieren links und rechts 4-ky,, und erhalten: 


d [ldyn| , 


und nach (30) : 
Yn = J v(a, xt)(a,, —A)k-y, dt, 
0 


somit fiir y, (x) und ebenso fiir z, (2) 


Yq, (2) = (Ay, — 4) J v(A, wt) k(t) y,, (t) at 
(31) ft 
z,,(x) = (d,, — 4) f(A, tx) k(t)z,,(#) dt. 


Aus (31) ergibt sich natiirlich wieder die Biorthogonalitaét der Systeme 
y,,(%) und z, (x)(m=1,2...). 


Ill. Entwicklung willkirlicher Funktionen. 


.¢ 
Existenz der Eigenwerte. 
15. Transformation von(1)(2). In den beiden vorangehenden Teilen 
wurde von der c(x) und k(2) betreffenden Voraussetzung (3) kein Gebrauch 
gemacht; nun aber setzen wir sowohl c(x) wie k(z) als zwischen positiven 


Schranken liegend voraus und unterwerfen (1) der folgenden (Liouvilleschen ) 
Transformation: 


4 aw 
— 4 /k 
(32) dy =Vk-cdz, o=ul/-. 
0 
Durchlauft x das Intervall 01, so lauft y von y= SVk-c dx bis 


1 
y¥= f Vk-cdz, so da8 sich das Einheitsintervall auf das Intervall 


1 
a= SVk-cdt transformiert. Die Differentialgleichung (1) geht dabei in 


0 
folgende iiber 


d*v t/e a* t/k 


(33) D(v) => — 4v — bv = 0; b= Vea ~—¢. 
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Die Koeffizienten a, ...a,, b,...6, der urspriinglichen Randbedingungen (2) 
gehen in neue a;...a;, bi...0; iiber 


, /e(0 , y 
malic a, (I/¢ ); a, = a, Vk(0)c(0) 


, [e\. a7 7 
a, =a, VO +02 (V/Z)s oj =a, VEE) 
und ebenso driicken sich die bj durch die b, (¢ = 1...4) aus. Die Rand- 
bedingungen (2) gehen in neue (2’) iiber, die wieder von sechs Konstanten 
(afb, — apbj) = (ik)’ abhiingen, zwischen denen die Pliickersche Relation 
besteht : 


(33a) 


P1P, + PaPs + Ps Pp = 9 
(14)'’=p,; (24)’=p,; (34)’=p,; (28 )’=p,; (31)'=p,; (12)'=—p,. 


16. Asymptotische Lésungen von (33). Wir schreiben in (33) fiir 


(33b) 


4——k’ und bezeichnen mit %(sz) die Grundlésung von (33) fiir die 
(34) a” + k°a = ba; u(ss)=—0, u’(ss)=k **), 

weiter setzen wir 

(35) U (sx) = sink (x — s), 


(36) (somit 0" +k°0=0; UO(ss)—0, 0’ (ss) =k) 
aus (34) und (36) folgt 

(37’) (a—U)’"+k*(a—U)=ba 

und daraus — vgl. Nr. 2 Gl. (6) und (6’) — 


(37) w— 0 = -[ wot) 6(t) sink(x — t) ar; 0<* 


w 


Durch Differentiation und Beachtung von (36) laBt sich (37) auf (37’) 
zuriickfiihren. — Wir zeigen nun, daB sich (37) in der Form 


a — U =et** R, (k, az) 


schreiben laBt, wobei R, eine fiir groBe Werte von k beschrinkte Funktion 
darstellt. Dabei gilt das +-Zeichen, sobald der imaginire Bestandteil g 
von k= p-+ tq kleiner oder gleich Null ist, das — Zeichen, sobald q > 0; 
es kommt also etwa im ersten Falle (g <0): @ — U = e‘?+le! R, (k, sz). 
Solange der imaginare Bestandteil von k= p+ ig absolut beschrinkt 


**) Hier ist es einfacher, voriibergehend @’(ss)=k statt wie bisher u’ (ss) = 1 
zu setzen. 
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bleibt, ist das selbstverstindlich; um auch den Fall eines unbegrenzt 
wachsenden |q| zu erledigen, schreiben wir (37) in der Form 


= tk = 
a=0 + a | “re B(t) [1 — e%#kt-2] dt = U + eft. R,(k, sz) 


” 8 


(37 ) 4 resp. 


a) 


—tke al — 
a=T0+5, {20 -6(4)ferne-o —1)dt=U +e-*-R, (k,sx) 
r 





und betrachten die obere Formel, falls g< 0, die untere, falls g> 0. 
Im folgenden soll, um Formeln mit + & zu vermeiden, stets nur der Fall 
q <0 angeschrieben werden. Wir wollen nun in der ersten Formel (37”) 
R, (k, sx)| fiir groBe Werte von |k| abschitzen*’). Sei fiir ein bestimmtes 


festes k und beliebiges x innerhalb 01: A= Max | “(*2) , dann folgt aus 
,¢ 


(37"), wenn A, =f|b|dt gesetzt wird, da t— 2 <0 und mit Riicksicht 
auf (35) . 


(38) | Shen) 1 +. 24. somit A<1+ 


ekia = \k 


AA, 
||” 


Wahit man jetzt |k| >24A,, so wird A< 2, somit 
(39) |R,|S24,, wenn |k|>2A4,. 

17. Die Nullstellen der transzendenten Gleichung fiir U (sx). 

Die transzendente Eigenwertsgleichung des Problems (36) (2°) ist: 
(40) F(01)=sink(p,k”— p,) + k-cosk(p, — p,) + k( py + M) = 0. 
Sei nun: 

1. p,+ 0, dann sind die Nullstellen von F(01) asymptotisch die von 
sink, also tna(n=0,1, 2,...)*). 

2. pp = 0; p, —p, +0, dann sind die Nullstellen von F(01) asym- 
ptotisch die von (p, — p,)cosk + (p,+ p,), also: 


a 


Py + P,==0, somit cosk = 0; k= (2n+ 1)5, (n=0,+1...), 

Pot Pe 9; cosk= ath: k=2na+(a+#f), (n=0,+1...), 
4 1 

dabei vezeichnet «+128 den k-Wert mit kleinstem positiven Realteil. Ist 

im speziellen 6 =0, so ergeben sich die reellen Winkel k = 2na+a, 

wobei sich im speziellen fiir «= 0 resp. 2 die reellen Doppelwurzeln des 


17) Vgl. Hilb, Mathem. Annalen 71, S. 76. 
18) Die Berechtigung zu dieser — zuniichst anschaulich einleuchtenden — Aus- 
sage kommt in der folgenden Nummer genauer zur Sprache. 
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Cosinus k= 2n2 resp. k=(2n+1)a (n=0, +1...) ergeben. Die 
Wurzeln liegen also entweder auf zwei zur reellen Achse parallelen Ge- 
raden, zentrisch symmetrisch zum Koordinatenursprung, oder speziell sym- 
metrisch zur imaginaren Achse (falls « = 0), oder auf der reellen Achse 
symmetrisch zum Nullpunkt (falls 8 =0), wo sie sich noch eventuell zu 
Doppelwurzeln zusammenschieben kénnen. 
3. Pp = 9; PD, - DB = 0 
a) p, +0; p»+p,+0 die Gleichung (40) reduziert sich auf k(p, + p,) 
=p, sink, diese Gleichung besitzt im Unendlichen keine diskreten 
Nullstellen; diesen Fall miissen wir ausschlieBen, ebenso wie: 
b) p, = 0; p,+p,+ 0. In diesem Falle gibt es keine Eigenwerte. 
c) pp +0; py +p,= 0; dies ist das ,,erste*’ Randwertproblem mit der 
Eigenwertgleichung sin k= 0 und den Nullstellen k=+n2 (n=0,1...). 
18. Die Nullistellen der transzendenten Gleichung fiir ui(sx). Diese 
lautet (vgl. Gleichung (15) des I. Teils): 
(41) f(01)=p,#"(01)+p,@'(01) —p,a’(10)— p,4(01)+k(p,+p, )=0. 
In den eben besprochenen Fallen 1., 2. und 3c) der vorigen Nummer, 
wenn also entweder p, und p, — p, nicht gleichzeitig verschwinden, oder 
das erste Randwertproblem vorliegt, besitzt (41) Nullstellen, die asympto- 
tisch mit den entsprechenden von (40) tibereinstimmen. Um dies ein- 
zusehen, zeigen wir zuerst, daB von einem bestimmten k ab die Null- 
stellen von f(01) sich von denen von F(01) um beliebig wenig unter- 
scheiden, wenn f(01) welche besitzt, sodann, daB es solche gibt und ihren 
asymptotischen Ausdruck. Letzteres beruht (ebenso wie die in der vorigen 
Nummer behauptete asymptotische Ubereinstimmung der Nullstellen von 
F(01) mit denen von sink resp. (p, — p,) cosk + p, + p,) auf folgendem 
funktionentheoretischen Satze: ,,Es seien zwei Funktionen f(z) und g(z) 
im Innern und auf dem Rande eines (z. B. einfach zusammenhangenden ) 
Bereiches > der z-Ebene bis auf Pole regular und eindeutig. Wenn dann 
auf dem Rande C von = der Realteil von w = ao immer gréBer Null 


bleibt, also R (f a) > 0, so hat die Differefiz ,,Nullstellen — Pole“ inner- 


halb = fiir beide Funktionen den gleichen Wert“**). Wir greifen auf 


2 fe) 
Sdigf(z)—Sdigg(z)=Sdigw=f dare w, 
© 1.2) 0 © 


fai an i _ 1 ffs) ; 3 : 
*) Denn es gilt ja: N,;— P;=5— —dz= oxi fa Ig f(z). Nun ist 
Cc 


1 
(N,;— Py) — (Np - Pama; [a are 3). 
© (Forteetz. d. FuBnote S. 311.) 
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Gleichung (37) zuriick, die wir, um auch lim|g!=co (k= p+iéq) mu 
erledigen, in der Form (37”) schreiben: 


(37”) @(sz)=sink(x —s) + oR, (k, x8); 

wir differenzieren (37”) zuerst nach z, dann nach s und erhalten 
(37”") a’ (sx) = k cosk(x — s) + et#*R,(k, x8), 

(37°) a’ (sx) =k’ sink(x—s) + ke**R, (k, x8), 


wobei |R,| und | R,| ebenso wie | R,| (vgl. Nr. 16) fiir groBe Werte von 
|k| beschrankt bleiben. Wir setzen nun fiir s=0, x =1 die Werte von 
a, %’ und @’* aus den letzten drei Gleichungen in (41) ein und erhalten, 
wenn: 

1. py +0 
(42) f(01) = p,k’ sink + ke**R(k, 01), 
dabei hat R(k,01) die Form a+ ; + re wobei |a|, |b| und |c| fiir groBe | k| 


beschriinkt sind, da R teils von den Restgliedern in (37”) ...(37'Y) her- 
riihrt, teils von den mit k’ (l= 0,1) multiplizierten Gliedern von F(01). 
Wir folgern nun aus (42) zuniachst, daS zu jedem vorgegebenen « eine 
Zahl m, gehért, so daB fiir jede Nullstelle 4— —k*; k=p-+ig von 
f(01), fiir die |k| > m, ist, |g|< e wird. Denn es ist 
’ ; ef 1—e** | R(k, 01 
(42’) f(01) = ke [p, *—¢ — 4. BG 01) 
e** kann nicht verschwinden, | 1 — e~***| bleibt, wenn |g| > ist, oberhalb 
einer von Null verschiedenen Gré8e, wahrend wir ER (k, 01) beliebig 


klein machen kénnen, wenn wir m, groB genug wahlen. — Um zweitens 
zu sehen, daB schlieBlich zu jedem Eigenwert von F(01) auch einer von 
f(01) gehért, konstruieren wir in der komplexen k-Ebene Quadrate von 
der Seitenlange 20 < 2, deren Seiten || der p- und g-Achse sind, um die 
Punkte p= na(n=0, +1...)q==0. Es miissen sicher alle zu Eigen- 
werten 4 = — k” von f(01) gehérigen k, fiir die |k| > m, ist, mindestens 
Es sei f(z)/g(z)=w gesetzt; wenn z die Kurve C durchlauft, so durchlauft f(z)/g(z) 
in der w- Ebene ebenfalls eine (z. B. einfache) Kurve C’, und da voraurgesetzt wurde, 


da8 auf c’,B (Oe) = R(w)>O0 ist, muB das iiber C’ erstreckte Integral 


fe are /{) -{a w= {a arc w = 0 
9 (2) ) 
Cc Cc Cc 


a 


sein, denn der Hauptwert des arc w schwankt offenbar héchstens zwischen — 3 


a 
und > - 








(44) 
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in einem dieser Quadrate liegen. Auf dem Umfange eines Quadrates in 
der pq-Ebene ist in 


9’ 3. , eS r 1 R(01)e** 
(42) f(01)=—p,k sink + ke** R(k,01)= pik sink |1+- > aan’! 





(43) mene <1, wenn Esl re 

Die Bedingung (43) aber kénnen wir sicher dadurch erfiillen, daB wir n 
genug groB wahlen; es ist also fiir f(01)=—/(k), p, k* sin k = g(k), 
L 1 +28 mit |#(k)| <1 und dann muB R(1 + d(k)) notwendig immer 
gréBer Null sein. Es liegt also innerhalb jedes Quadrates eine und nur 
eine Nullstelle von f(01), wenn (43) erfiillt. Daraus folgt, da8 man 
zwei Zahlen m, und m, so wahlen kann, da8 innerhalb eines Quadrates, 
fiir dessen Mittelpunkt |n| > m, und dessen Seite 29 = a ist, eine und 


nur eine Nullstelle von f(01) liegt. 


§ 2. 
Die Greensche Funktion. 

19. Die Ungleichung fiir die Greensche Funktion v(4, xt). Die An- 
wendung der Poincaréschen Methode zur Ableitung eines Entwicklungs- 
satzes beruht auf einer Abschaitzung der Funktion v(A, xt) fiir groBe {4}. 
Diese lautet (vgl. Gl. (29) des II. Teils) bei Anwendung der Transforma- 
tion und der Bezeichnungen von Nr. 15: 

v(4, zt) = p,u’( x0) u'(t1) —p,w(Oz )u’(tl)— p,u’(x0) u(1t) —p,u(0z) w(1 t)+p,u (xt) 

nish: p,u ‘(01)—p,u’(10) + p,w’(01)— pu (01) + p+ Dp, 

(44) gilt fiir 2 < ¢ und eine analoge Gleichung liefert v fiir x >t; wir schrei- 
ben im folgenden stets nur den Fall x <¢# an. Dabei bedeutet u(sx) nun 
wieder die durch die Anfangsbedingungen u(ss)= 0, u’(ss) = 1 normierte 
Grundlésung der transformierten Gleichung (33). Wir zeigen, daB v(A, xt) 
in (44) auBerhalb der Nullstellen des Nenners in noch zu prazisierender 
Weise < ; (k= —A) bleibt, wobei E hier wie im folgenden eine stets 
beschrinkte Funktion von x, ¢ und k bezeichnet (0 < . <1). Zu diesem 
Zwecke zeigen wir eben das fiir eine asymptotische Funktion V(/, zt), 
deren Differenz gegen v also |v — V| kleiner als = ist. 

20. Die Funktion V(i, xt). Wir bilden sie analog zu (44), nur daB 
an Stelle von u die asymptotische Lésung ae=s 

“fe Z(k, xt) 
k- F(01) 
Z =k" p,coskx cos k(t —1) — p, sinkasin k(t —1) 
— k| p,sin k(t — 1) cos kx + p, sinkxcosk(t —1)— p,sin k(t —2)}. 


tritt, somit 


rst, 
(45) 





(xt) 
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F(01) ist die durch (40) gegebene Funktion. V hat folgende Eigen- 
schaften: 


1. V geniigt asymptotisch der Differentialgleichung (33), wie wir im 
folgenden noch naher erklairen werden. 


2. Sie geniigt den Randbedingungen (2’) genau. 
3. Sie ist stetig fiir 2 =t. 


4. Sie besitzt fiir z= den Einheitssprung in der ersten Ableitung. 
Die 2., 3. und 4. Eigenschaft folgen aus der zu (44) resp. (29) analogen 
Bauart von (45). Will man sie direkt nachrechnen, so beachtet man am 
besten, daB amb teas) die Relationen (7) bis (10) erfiillt, denn es ist ja 
selbst eine Grundlésung nimlich fiir u”+k°u=0. Wir beweisen nun 
folgenden Satz: 


Ist eniweder p, + 0 oder p,»=0, p, — p, +9, 80 lassen sich zu jeder 
beliebig kleinen Zahl « zwei Zahlen E und H so finden, daf fiir alle 
Werte von i= — k’, fiir die 


(46) |k|>H, |k—k|>e (¢=0,+1...) 
die durch (45) definierte Funktion V(k, xt) der Ungleichung geniigt 

(47) |V(k, #t)| <4. 
Dabei bezeichnen k; die Nullstellen von (40). 


Denn je nachdem p,+0 oder p, = 0, p,— p, + 0, ist, wenn 
= cos kx cos k(t — 1) 


(48) k sink 
i j= p; sin k (t—x) — p, sin kx cos k(t—1) — p, sin k(t —1) coskx 
ve k [ps + Pe+(P, — P,) 008 k) 


est 





rst 


gesetzt wird, zunichst | V—V| < - auBerhalb einer festen Umgebung 


der Nullstellen von (40), die asymptotisch mit den Nullstellen der Nenner 
von (48) iibereinstimmen (vgl. Nr. 17). Sodann sieht man unmittelbar, 
da8 der behauptete Satz fiir die Funktionen V gilt, und zwar auch bei un- 
begrenztem Wachsen von |g| (k = p-+iq), denn der Zahler und Nenner 
von V-k wachsen zwar beide mit g ins Unendliche, ihr Quotient aber 
bleibt beschrankt. 

21. Die asymptotische Ubereinstimmung von V und v. Diese ist be- 
wiesen, wenn V(k, zt) die in 20. genannten vier Eigenschaften besitzt, 


von denen die erste hier noch naher zu betrachten ist. Wir bilden (vgl. 
Nr. 16°: 


(49) D(V)=V"+k°V— bY. 


Mathetnatische Annalen, 90. 21 
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Da nach (45) V eine lineare homogene Funktion von sinkz und 
cos kz ist, so gilt D(V) = — 6(z)-V und man kann den genau gleichen 
Satz wie in der vorigen Nummer aussprechen, nur daB dabei D(V) an 
Stelle von V tritt. In diesem Sinne also befriedigt V die Differential- 
gleichung (33) asymptotisch, und wir kénnen nun betreffs der asympto- 
tischen Ubereinstimmung von V und v folgenden Satz formulieren: 

Ist entweder p,+0 oder p,=0, p, —p, +0, 80 gibt es zu jeder 
beliebig kleinen Zahl « zwei Zahlen E und H so, dag fiir alle Werte 
von k, fiir die |k| > H, |k—ky|>e (¢=O0241,...), die durch (44) 
und (45) definierten Funktionen der Ungleichung geniigen 
E 
k* 
und durch Zusammenfassung dieses Satzes mit dem von Nr. 20 ergibt sich 
das Resultat: 


Zu jeder beliebig kleinen Zahl « lassen sich zwei Zahlen E und H 
so finden, daB fiir alle Werte von k, fiir die 


(50) V—vi< 


(51) lk>H |k—k,;|>-, 
die durch (44) gegebene Funktion v(k, xt) der Ungleichung geniigt 
(52) |o(k, t)|< 


falls entweder p, oder p, — p, von Null verschieden sind. 


Dabei bezeichnen k;(i = 0,+1,...) die Nullstellen von (41), die 
asymptotisch mit denen von (40) iibereinstimmen. 


§ 3. 
Entwicklungssatz. 


22. Die Partialbruchzerlegung von v(k,xt). Wir kehren nun — 

vgl. die Transformation von Nr. 16 — zum urspriinglichen Problem (1) (2) 

zuriick und zeichnen in der komplexen k = p -+-iq-Ebene, falls p, + 0, 

d. h. a,b, — a,b, + 0, Quadrate OD) (n = 0,1, ...) um den Nullpunkt als 
1 


Mittelpunkt mit der halben Seitenlinge (2n + 1)-=, a=fVk-cdt 
_ 0 
(n=0,1,...); im Falle p, = 0, p, — p, +0, d. h. falls a, b, — a,b, = 0 


aber (a, b, — a, b,) Vk (0)e (0) +- (a, b, — a, b,)Vk(1)e(1) +0, zeichnen 

wir Rechtecke gleichfalls um den Nullpunxt als Mittelpunkt mit der 

(2n+1)a+8 
a 





(2n+1)a+« 


halben Lange p = und der halben Breite g = 


(n=0,1, ...)(0 < ’ < n) (vgl. die Bezeichnungen von Nr. 17). Aus 


17. und 18, ergibt sich dann, daB, wenn wir mit 4, = — kz (n=0, 1...) 
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die Eigenwerte von (1) (2) bezeichnen, von einem bestimmten n ab die 
Seiten aller Quadrate Q,,Q,,,,..- resp. Rechtecke keinen Punkt der 
Umgebung eines k, enthalten. Fiir die Punkte dieser Q,,@Q,,,, .-. resp. 
Rechtecke gilt dann bei Bestehen von (51) die Ungleichung (52). Es 
sei k, ein Punkt, der nicht in der Umgebung eines der ausgeschlossenen k,, 
liegt und es sei R(k,) resp. R(— k,,) das Residuum der Funktion v(k, xt) 
fir k=+k,. Dann gilt der Satz von Cauchy 


1 v(k, a R(k,) R(—k) 
(58) | CG. dk = v (ys 2t) +3) (ETE EEE): 











Cntr 
Die Summe ist zu erstrecken iiber simtliche Pole k, innerhalb Q, ,, 
(resp. innerhalb der entsprechenden Rechtecke). Vermége der Unglei- 
chung (52) konvergiert die linke Seite von (53) mit wachsendem r gleich- 
miaBig fiir alle z und ¢ in 01 gegen Null und es bleibt 


(54) v (ky, xt) = » (Ent. tae , 





wobei die Summe zu erstrecken ist iiber simtliche zu unserm Problem 
)(2) gehorige k,. 
23. Berechnung von R(k,,) im Falle eines einfachen Eigenwertes. Es 
gilt der Satz: 
Ist A= 1, = — k,, ein einfacher Eigenwert von (1)(2),in dem v(A, xt) 
einen einfachen Pol besitzt, so ist das Residuum fiir k= +k, 


(55) R(+k,)=+ 9s (#) tn (#) —— 2st, 
Zhen | yn (t) zn (t) k(t) dt 





wobei die y, (x) und z,(a) die durch (18) und (19) gegebenen einander 
adjungierten Eigenfunktionen des Problems bedeuten. 


Wir berechnen bloB R(k,); fiir R(—k,) geht es ebenso. Die De- 
finitionsgleichung fiir das Residuum lautet: 


R(k,) , 
Fe + E(k, 1), 


wobei E(k, xt) im Punkt k=k, endlich ist. Es ist weiter 
R (ky) = Jf o(k, vt) dk. 





(56) v(k, xt) = 


Da v als Funktion von x den gegebenen, als Funktion von ¢ den ad- 
jungierten Randbedingungen geniigt und die Differentialgleichung (1) fiir 
den einfachen Eigenwert 4 = 4, = — k” lést, so folgt weiter 
(57) R(k,,) = ¢,, y, (2) 2, (t), 
aus (56) folgt dann 

v(k,xt)(k—k,) = R(k,) + E(k, zt)(k —k,), 
21* 


n/ 
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durch Multiplikation mit k(t) y,(t#)(k-+-&,) und Integration iiber ¢ von 
0 bis 1 erhalt man 


1 
lim (k” — kp 2) fo(k, xt)k(t)y,(t)dt = 2c, ky, (x) J y,(t)k(t)z, (t)dt 
0 


k=, 
und unter Beriicksichtigung der Formel (31) 
1 
y,, (x) =2e,k, y, (x) Sy, (t)z, (t)k(t)dt 


uM “ 
somit 
1 


2 kn J yn (t) en (t) k(t) dt 


und daraus fiir R(+k,) die Form (55). — Aus dem somit bewiesenen 
Satze ergibt sich zusammen mit dem Resultat der vorhergehenden Nummer 
der Hauptsatz: 


Die durch (29) gegebene Greensche Funktion v(d, xt) des Problems 
(1)(2), in dem die Funktionen c(x), k(x) und q(x) den Bedingungen (3) 
geniigen und fiir das entweder a,b, — a,b, + 0 oder falls dies verschwindet, 
(a, b, — a, bs) Vk(0)e(0) + (a,b, — a,b,) Vk (1)e(1) + 0, lapt die Partial- 








Svucheasiagene (54) zu. Das pa einfachen Eigenwert 1, = — k, ent- 
sprechende Glied der Partialbruchzerlegung lautet dabei 
(58) A, gy Ones 
"9 Syn (t) zn (t) h(t) dt 
( . ‘ : 1 Yn (2) Zn (t) cs . 1 \ 
dm oe tt p 4,.= > { 22! — (ee “kt z)} 


J yn (t) ay (t) k(t) dt 
0 


was mit (58) identisch i) 


24. Entwicklung willkiirlicher Funktionen nach Eigenfunktionen. 
Seien nun F(x) resp. ®(x) zwei in der Form 


1 1 
(59) F(x)=fv(d, xt)f(t)dt resp. B(x) = fv(d, tx)g(t)dt 
0 0 


darstellbare (nach Kneser ,,quellenmaBig darstellbare“) Funktionen. Dann 
kann man F(z) resp. ®(z) nach den Eigenfunktionen y;(z) resp. z, (a) eines 
oben charakterisierten ee entwickeln und erhalt die Formeln 


F(z) - Sf k,, xt) f(t) rt R(—k,, =O) 1()) ge 











— "an 
(60) rst, 
- sf R (ky, tx) g(t) | R(—ke, tx) g(t) 
P(z)— ( — * = 


"9 
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das einem einfachen Eigenwert mit einfachem Pol entsprechende Ent- 
wicklungsglied lautet 


ya(z) pf (t)ea(t)at 





a, (x)= - ; 

" 7 J b(t) yn (t) tn (t)dt 

(61) resp. i 

b,(z)— 2). J yn(t)g(t) ae 
im 0 J b(t) yn (t) 20 (t) dt 





Es gilt somit der Entwicklungssatz: 


Geniigt ein Randwertproblem (1) (2) den Voraussetzungen des obigen 
Hauptsatzes, so lapt sich jede in der Form (59) darstellbare Funktion 
F(a) resp. D(x) gemaB Formel (60) in eine nach dessen Eigenfunktionen 
y,, (xz) resp. z,(x) fortschreitende Reihe entwickeln, wobei die einfachen 
Eigenwerten i, entsprechenden Glieder durch (1) gegeben sind. Die 
Rethen konvergieren gleichmafig fiir alle x im Intervalle 01. — Natiir- 
lich lassen sich die in diesem Teil durchgefiihrten Betrachtungen ebenso 
bei stets negativer Funktion &(2) durchfiihren, wobei fiir 4 =r? sich, bei 
gleicher Verteilung der Eigenwerte in der r-Ebene wie hier in der k-Ebene, 
analoge Entwicklungssatze ergeben. 


Berlin, im Oktober 1922. 


(Eingegangen am 1. 11. 22.) 








Uber totale Differenzierbarkeit. 
Von 


Wiatscheslaw Stepanoff in Moskau. 


In seiner Abhandlung ,,Partielle und totale Differenzierbarkeit“ (Math. 
Ann. 79, 8.347) hat Herr Rademacher den folgenden Satz*) bewiesen: 


lst f(x,y) eine in dem beschrankten Gebiete G der xy-Ebene 
definierte Funktion, fiir welche die aus 


f(e+h,y+k)-f(29)| tig — R24 E2< 0? 


w,(x, ¥;@) = obere Grenze von < 
Vir+k ad 


> 


L(x, y) = lim w, (x, y; @) 
o->0 
entspringende Funktion L,(x, y) in G endlich und summierbar ist, so ist 
f(x,y) in einem maBgleichen Kern von G@ total (im Stolzschen Sinne) 
differenzierbar“‘. 

In dem vorliegenden Artikel beabsichtige ich zu zeigen, daB die 
Bedingung, L,(x,y) sei iiberall endlich und summierbar, fiir die Diffe- 
renzierbarkeit der Funktion f(z, y) entbehrlich ist; ferner gilt derselbe 
Satz nicht nur fiir ein Gebiet @G, sondern fiir jede meBbare (im Borelschen 
Sinne) Menge £ von positivem Inhalt. Also kann man einen allgemeineren 
Satz aussprechen (in den Bezeichnungen von H. Rademacher): 


Satz. Die notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, dap} eine 
in E stetige Funktion f(x,y) im mafgleichen Kerne von E total diffe- 
renzierbar sei, besteht darin, dap L,(x,y) fast iiberall in E endlich sei*). 


*) Der Beweis 1a8t sich auf jede Zahl der unabhiangigen Variablen iibertragen. 

*) Die Bedingung, E sei im Borelschen Sinne meBbar, ist keine Beschrankung. 
Wire E nur im Lebesgueschen Sinne meBbar, so wiirden wir anstatt E ihren mab- 
gleichen Kern E’ nehmen, von dem wir voraussetzen diirfen, er sei eine Borelsche 
Menge (Carathéodory, Reelle Funktionen, 8. 281, Satz 7). 
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Die Bedingung ist notwendig. In der Tat, sei (2), y.) ein Punkt von EZ, 
in welchem f(z, y) differenzierbar ist, das heiBt 


f(a +h, Yo +k) =F (x9, 40) +h( SE) + (2) + VEE. R(h, b), 


wo is), und (4). endlich sind, und | R(h, k)| <S(Vh° +k"); S—0, 
wenn hh” +k*—+0. 








W,( 2g, Yo @) = Obere Grenze von | eo +h. Het k)= (Se: be) 
Var+k 
+55), +#(y),* VERSE R 
dz 
- obere Grenze von | me! seismcadis 
Vi 
|*(35),+ 0) ' 
- obere Grenze von _—~°7-* - + @-ob. Gr. von| R(h, k)|;|O) < 
Vai+k 
| (at) + (;*), sesieitaateatiaaiaas 
ih | k rer 2 
_ + can : =e | \oz%/, ute \Oy/o| _ of of 
L,= arta Yo; 0) = ob. Gr. von Vea = (36) + (3) . 
In jedem Punkte also, wo f(z, y) differenzierbar ist, ist L, endlich. 


f 
Jetzt will ich beweisen, daB die Bedingung hinreichend ist. 


Sei L, endlich im mafSgleichen Kerne E von £. H. Rademacher hat 
die Mvssthen der Endlichkeit von L, iiberall in G und dessen Summier- 


barkeit dafiir eingefiihrt, um die Bxistons von af und of i im maBgleichen 
Kern von @ zu beweisen. Folgende Betrachtungen “a. daB auch in 
unseren Voraussetzungen dies der Fall ist. 

Zuerst bemerke ich, daB der Durchschnitt einer Borelschen zwei- 
dimensionalen Menge mit einer Geraden ebenfalls eine Borelsche, also 
meBbare Menge ist*). 

Nun ist die Menge E, wie die Menge der Punkte, wo die Funktion 
L,< ce ist, eine Borelsche Menge‘). Nach dem Satze von Fubini®) gibt 
es eine Menge {¥} auf der Y~Achse vom Inhalte 0, so da® fiir jeden 
Wert y, + y der Inhalt von (2, y,) = Inh.(E,y,) ist. Ferner, in jedem 
Punkte, wo L, endlich ist, sind alle partiellen Derivierten von f(z, y) 
nach z endlich. Dies ist der Fall fiir die Mengen (E,y,); nach einem 
Satze von Lusin und Denjoy*) existiert dann im maBgleichen Kerne von 





*) Carathéodory: Reelle Funktionen, 8. 256. 

*) Hausdorff: Grundziige der Mengenlehre, 8. 396. Diese Menge ist nimlich 
eine F,. 

5) Carathéodory: Reelle Funktionen, S. 627, Satz 2. 

*) Lusin: Das Integral (russisch) 1915. Denjoy, Journal de Mathématiques 1915. 
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(E,y,), durch E(y,) bezeichnet, die Ableitung af Wenden wir jetzt 


z 


den Satz 3 (Carathéodory, 8. 628) an. Die Mengen (E, y) — E(y) sind 
Nullmengen, auBer wenn y= , aber diese Werte bilden eine Nullmenge 


auf der Y-Achse. Nach dem angefiihrten Satze ist die Menge der Punkte 
f 


von E, in welchen keine Ableitung se existiert, entweder eine Nullmenge 


oder nicht meBbar; aber diese Menge ist eine Borelsche, folglich meBbare, 


f 


also ist sie Nullmenge. Ebenso kann man beweisen, dab iy fast iiberall 
in E existiert, folglich existieren of und sf im maBgleichen Kerne von E, 
also auch von £. 

Damit ist die Behauptung des I. Abschnittes (S. 341 — 342) der zitierten 
Arbeit von H. Rademacher ohne Voraussetzung der Summierbarkeit be- 
wiesen. Die Betrachtungen der Abschnitte 2 und 3 lassen sich mit unseren 
Voraussetzungen wortlich wiederholen, und so gelangen wir zum Beweise 
der ausgesagten Behauptung. 

Ich méchte noch zwei Bemerkungen hinzufiigen. 

1. Der Satz 12 (Carathéodory, S. 382), den H. Rademacher als 
Lebesgueschen benennt, ist zum erstenmal von D. Th. Egoroff bewiesen 
[C. R. 152 (1911), 8. 244]. 

2. H. Rademacher zitiert ein Beispiel von Carathéodory, da8 eine 
Funktion mit beschrankten Derivierten nicht totalstetig zu sein braucht. 
Man kann ein einfacheres Beispiel eines solchen Funktion geben. Sei 
f(x,y) fir x >0, y=>O durch die Forme! definiert: 

Bk Jag 

2 

oder f(t,y)=2 fir OSrcy, 


f(r,y)= — 


f(z,y)=y fir OS yz. 
Diese Funktion besitzt die Derivierten <1, aber sie ist nicht total- 
stetig. Nehmen wir in der Tat die Quadrate 


(/k k\ (k+1 ee S S+!)|. 6. 1,9,....8—1. 


ike’ af* \-e *ar* tt 6 m1? \n n 

; : . - 1 . 
Der Inhalt eines jeden Quadrats ist = deren Summe z und —0 mit 
n-—+cc. Die zugehérige Intervallfunktion hat fiir jedes Quadrat den 
Wert . t t= 5 _- LJ = und fiir ihre Gesamtheit den Wert 1, der 


n fae. 
also nicht gegen Null konvergiert. Also ist diese Funktion nicht totalstetig. 


Moskau, Dezember 1922. 


(Kingegangen am 3. 2. 1923.) 








